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1 Einleitung

Ziel dieses Skriptes ist es, eine Klasse von partiellen Differentialgleichungen,
namlich sogenannte elliptische Differentialgleichungen, mit Hilfe der Methode der
Finiten Elemente zu approximieren und numerisch zu losen. Dafiir benttigen wir
einige analytische Techniken, die zu Beginn bereitgestellt werden. Parallel zu einer
griindlichen Analysis der Finite-Elemente-Methode gehen wir auf die praktische
Realisierung und Implementierung dieser Methode ein. Der grobe Aufbau des
Skriptes ist also:

e Motivation,

e clliptische Differentialgleichungen und Sobolevrdume,
e numerische Analysis der Finite-Elemente-Methode,

e zur Implementierung der Finite-Elemente-Methode.

In welchen Anwendungen treten elliptische Differentialgleichungen auf? Dazu
zwei Beispiele:

Beispiel 1.1 (Temperaturverteilung in einem beheizten Raum) Betrach-
te den zweidimensionalen Schnitt eines Raumes 2 C R? wie in Abbildung 1.1 mit
einem Fenster D; und einem (unendlich diinnen) Heizkorper Dy. Wir nehmen an,
dafl die Wénde und Decke N; partiell isolierend und der Boden N, total isolierend
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Abbildung 1.1: Schnitt eines Raumes.

sind. Sei u = u(zy,xs) die Temperatur in Q und J = (Jy, J5) der Warmestrom.
Die zeitliche Anderung der Temperatur ist gleich der rdumlichen Anderung des
Wirmestromes, genauer:

ou aJ1  0Js

— =divJ=—4+— inQ, ¢ )
BT ivJ (3x1+8x2 in{, t>0



Wir nehmen weiter an, dal der Warmestrom vollstéandig durch Warmediffusion
gegeben ist: J = Vu = (Ou/0xy, 0u/0xs) . Wir betrachten Situationen, in denen
sich die Temperatur zeitlich nicht mehr &ndert, d.h. du/0t = 0. Dann lautet die
zu losende Differentialgleichung

Au=divVu=0 in . (1.1)

Dies ist eine elliptische Differentialgleichung (zur Definition siehe Kapitel 2), fiir
die wir noch Randbedingungen fiir u bendtigen. Wir nehmen an, dafl die Tempe-
ratur des Fensters immer konstant ist:

u=up auf D;. (1.2)

Ist die Raumtemperatur grofler als up, geht also Warme durch das Fenster ver-
loren. Die Heizung habe die Temperatur uy :

u=uy auf Ds. (1.3)

Der Boden des Raumes ist als (total) isolierend angenommen. Dies bedeutet, da8
es keinen Warmestrom durch den Boden gibt oder, mathematisch ausgedriickt,
dafl die Normalkomponente des Stromes null ist:

Vu-v=J-v=0 auf Ny, (1.4)

wobei v den &dufleren Normalenvektor entlang 02 bezeichnet. Die Wéande und
Decke sind partiell isolierend, es kann also etwas Wéarme verloren gehen:

Vu-v+alu—up)=0 auf Ny, (1.5)

wobei a > 0 der Koeffizient des Warmeverlustes ist.

Die Gleichungen (1.1)-(1.5) bilden ein elliptisches Randwertproblem. Wenn die
Heizung so kalt wie das Fenster ist, d.h. ug = up, gibt es eine einfache Losung,
namlich u(x1, z3) = up = const. in 2. Im allgemeinen Fall ist es nicht so einfach,
explizite Losungen anzugeben, und wir sind auf numerische Losungen angewiesen.
Wie diese gefunden werden koénnen, ist Ziel dieses Skriptes.

Ein Beispiel einer Losung mit up = 10°C, ug = 70°C und o = 0.05 ist in
Abbildung 1.1 dargestellt. Die Temperatur vor der rechten Wand des Zimmers
betrégt ungefahr 20°C.

Beispiel 1.2 (Akustik im Autoinneren) In der Fahrgastzelle eines Autos
konnen wahrend des Fahrens unangenehme Gerédusche auftreten, die Autoher-
steller zu minimieren versuchen. Wir betrachten zur Vereinfachung einen zwei-
dimensionalen Schnitt €2 durch einen Autoinnenraum wie in Abbildung 1.3, in
der Vorder- und Riicksitze schematisch zu erkennen sind. Wir wollen die ste-
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Abbildung 1.2: Temperaturverteilung in einem beheizten Raum.

henden Wellen und die Eigenfrequenzen des Autoinnenraumes berechnen. Die
Fahrgerdusche setzen sich aus diesen Wellen zusammen. Sei v = v(z1, 23, t) die
Druckdifferenz der Luft gegeniiber dem Normaldruck. Dann beschreibt |v| die
Lautstérke. Die zeitliche Entwicklung von v ist durch die folgende Gleichung be-
schrieben:

O _Av Q150 1.6

oz — Qv Q>0 (1.6)
Wir sind daran interessiert, ob es Losungen v mit der Frequenz w > 0 gibt, d.h.,
wir machen den Ansatz

v(ry, 29, ) = € u(zy, 72)
(mit i? = —1), setzen ihn in Gleichung (1.6) ein und erhalten mit A := w? >0 :

Au+Au=0 in . (1.7)

7

Abbildung 1.3: Schnitt durch einen Autoinnenraum.




Wir nehmen an, daf§ die Wande des Innenraumes akustisch hart sind:
Vu-v=0 auf 0. (1.8)

Die Gleichungen (1.7)-(1.8) bilden ebenfalls ein elliptisches Randwertproblem.
Dieses ist iibrigens nicht eindeutig losbar: Eine Losung lautet © = 0 in €0, aber
es gibt zu bestimmten A > 0 (nicht zu allen!) noch eine Losung. Schreiben wir
L :=—A, so kann man (1.7) als

Lu=M\u

schreiben, und wir erkennen, dafl wir es mit einem Eigenwertproblem zu tun
haben. Daher ist es plausibel, dal man Losungen u # 0 fiir bestimmte A > 0
erwarten kann. Die Eigenwerte A sind die (quadrierten) Eigenfrequenzen des Au-
toinnenraumes, die Fahrgerdusche sind aus den entsprechenden Eigenfunktionen
zusammengesetzt.

Ein Beispiel einer Losung v mit A = 2.5915 ist in Abbildung 1.4 dargestellt.
In der Ndhe der Stelle, an der sich das Ohr einer Person auf dem Vordersitz
befindet, ist |u| & 0.02; an der entsprechenden Stelle auf dem Riicksitz ist dagegen
|u| =~ 0.05. Dies bedeutet, daf§ der Ton mit der Frequenz w = vV stiirker auf den
Riicksitzen wahrgenommen wird.
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Abbildung 1.4: Druckdifferenz zur Eigenfrequenz A = 2.5915.

Wie kénnen wir nun elliptische Randwertprobleme wie in den obigen Beispie-
len 16sen? Betrachte das einfache Beispiel

Au=f in €, u=0 auf 0Q, (1.9)



ebenfalls ein elliptisches Randwertproblem. Zuerst konnten wir auf die Idee kom-
men, das Problem (1.9) mittels der Methode der Finiten Differenzen zu lésen.
Diese Methode basiert darauf, die Differentialquotienten durch entsprechende Dif-
ferenzenquotienten zu ersetzen. Um die Berechnungen zu vereinfachen, setzen wir
Q = (0,1)% und fiihren #quidistante Stiitzstellen (x;,3;) € Q (1,5 =0,..., N) mit
h =1 —x =y11—y (1=0,...,N—1) ein. Wir suchen Approximationen
w;; von u(z;,y;). Addition von

ou 10%u
w(wip1,y;) = u(z,y;) + g(% y;)h + 5@(% y;)h* + O(h?),
ou 10%u
fihrt auf
0%u 1

@(%yj) =12 (w1, y5) — 2u(xs, y5) +u(xio1,y5)) + O(h),
und analog

0%u 1

a—gﬁ(ﬁﬂnyj) =72 (u(ws, yj1) — 2u(zi, y;) + w(wi, yj—1)) + O(h),

so daf} es sinnvoll ist,
1 .

Au(x,y;) = 2 (Wigrj + Uiy + Ui +ui g —4ug;), 4,5 =1,..., N —1,
zu approximieren. Setzen wir f;; = f(x;,y;), miissen wir also die folgende Diffe-
renzengleichung 16sen:

Uity + Wisrj + Uiger + Uijo1 — duy; = K[y, (w,y;) €
Uij = 07 (xiayj) € o
Wir kénnen dieses Problem in Matrixschreibweise formulieren, indem wir die w;;
lexikographisch anordnen, d.h., indem wir definieren:

Dann ist die obige Differenzengleichung dquivalent zu

AU = F
mit der Matrix
Ay 1 0 —4 1 0
) I Ay I 1 -4 1
A= ﬁ e ’ AO — . . 7
I Ay I 1 —4 1
0 I A 0 1 —4



wobei I die Einheitsmatrix in RV~ X(V=1 hegeichne. Die Matrix A hat den Vor-
teil, nur wenige von Null verschiedene Elemente zu besitzen, also schwachbesetzt
zu sein. Die entsprechenden Gleichungssysteme kann man dann effizient 16sen.
Differenzenverfahren haben allerdings eine Reihe von Nachteilen:

e Die Differenzengleichungen werden kompliziert bei nichtdquidistanten Stiitz-
stellen und nicht-einfachen Gebieten wie in Beispiel 1.2.

e Wir brauchen Losungen, deren dritte Ableitung existiert, um die Differen-
zengleichungen herzuleiten.

e Die Finite-Differenzen-Methode ist nicht (ohne weiteres) anwendbar, wenn
f unstetig ist.

Die Methode der Finiten Elemente ist sehr flexibel und vermeidet die meisten
der obigen Nachteile. Allerdings ist sie etwas komplizierter und bendétigt einige
theoretische Grundlagen. Die Idee dieser Methode ist wie folgt: Wir multiplizieren
Gleichung (1.9) mit einer Funktion v € C*(Q), v = 0 auf 9, und verwenden den
Divergenzsatz (wobei wir annehmen, dafl der Rand 0f2 glatt genug ist):

/fv de = /diV(Vu)v dx
0 Q
= /div(vVu) dx —/Vu-Vv dx
Q Q

= / vVu-l/da:—/Vu-Vvdx
a0 Q

= —/Vu'Vvdx.
0

Wir suchen eine Funktion v € X, so daf} fiir alle v € X gilt:

/ Vu-Vu de = —/ fv dz, (1.10)
Q Q

wobei der Raum X alle C*(Q)-Funktionen, die auf 9 verschwinden, enthalte,
aber vorerst unspezifiziert bleibt (siche unten). Man nennt (1.10) die schwache
Formulierung von (1.9), da wir nur einmal und nicht zweimal differenzierbare
Losungen suchen.

Als Approximation von (1.10) suchen wir Losungen von endlichdimensionalen
Problemen. Sei dafiir (X}) eine Folge endlichdimensionaler Raume mit X;, — X
(h — 0) in einem gewissen Sinne. Die Elemente von X}, sollen auf 02 verschwin-
den. Wir suchen eine Approximation wu, von u, so daf fiir alle v € X}, gilt:

/ Vuy, - Vo de = —/ fu dx. (1.11)
Q Q
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Dies ist dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem. Sei ndmlich (¢4, ...,
¢n) eine Basis von Xj,. Wir setzen die Zerlegung

N
Up = Z Ui¢i
i=1

in (1.11) ein und wéhlen v = ¢; :

Zf;ui/ﬂwi-wj d:L’:—/Qfgbj dz.

Mit den Abkiirzungen

Aij:/v¢i'v¢j dr, Fj:—/f¢j dx
Q Q
folgt

N

i=1

Wihlt man eine Basis (¢1,...,¢n), so dafl moglichst viele A;; = 0 sind, so ist
dieses Gleichungssystem effizient l6sbar. Allerdings stellen sich einige Fragen:

e Wie sollen die Rdume X und X, definiert werden?

e Welche Basiselemente ¢; miissen gewéhlt werden, damit (A;;) moglichst
schwachbesetzt ist?

Zur ersten Frage: Fiir die Analysis ist es sinnvoll, fiir X und X} Banachrdume
zu verwenden. Wir sind versucht zu definieren:

X ={ueC'Q): u=0auf 00}

mit der Norm 12
fulle = | [ (uta? + 1VutoP) o]

Leider ist das kein Banachraum. Dies sieht man folgendermaflen ein: Sei zur
Vereinfachung © = (—1, 1) und definiere

1 1
un(:c):\/l—l———\/xQJr—, reQ, nel.
n n

Dann gilt u, € X und

un(z) — u(z) :=1—|z| punktweise in Q (n — o).

8



Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), daf
u, —u in X (n— oo).

Allerdings ist u ¢ X, d.h., X ist nicht vollstdndig. Wir brauchen also einen
anderen Funktionenraum. Eine Idee ist, X zu vervollstdndigen:

V := Vervollstandigung von X in || - || x.

Diesen Raum werden wir in Kapitel 2 genauer charakterisieren.

Zur zweiten Frage: Eine Moglichkeit wére, die Basiselemente ¢;(z) = sin(jnx),
reQ=(-1,1),j=1,..., N, zu verwenden. Dies hat den Vorteil, dafl wegen

/V¢¢~V¢jd:c:0 Vi # g
Q

die Matrix (A;;) diagonal und das lineare Gleichungssystem sehr einfach zu l6sen
ist. Leider kann man diese Idee nicht ohne weiteres auf mehrdimensionale Rdume
verallgemeinern, da dann meistens ¢; # 0 auf 9€2 und damit ¢; € X, gilt. Eine
andere Idee ist es, Basiselemente ¢; mit moglichst kleinem Trager

supp ¢; == {z € Q: ¢;(z) # 0}

zu definieren. Sei €2 polygonal berandet und zerlege €2 in abgeschlossene Dreiecke,
also Q = |J,cp 7, wobei T' die Menge der € zerlegenden Dreiecke sei (siche Abbil-
dung 1.5). Seien by, ..., by die Ecken aller Dreiecke in 2 und definiere ¢y, ..., ¢n

Abbildung 1.5: Zerlegung eines Gebietes in Dreiecke.

eindeutig durch

¢i(b;)) =09, (i,j=1,...,N) und ¢, linear in allen 7 € T.



Das bedeutet, daf die ¢; stiickweise linear sind. Nun gilt
/ Vi -Vo; dr #0 < b; und b; sind benachbart.
Q

Unter “benachbart” verstehen wir, dafl es ein 7 € T gibt, so dafl b; € 7 und
b; € 7. Die Matrix (A;;) ist also (relativ) schwachbesetzt. Natiirlich gibt es noch
andere Moglichkeiten, die Basiselemente zu definieren.

Damit haben wir die Kernpunkte von Finite-Elemente-Methoden charakteri-
siert:

e Finde eine schwache Formulierung der Differentialgleichung.

o Zerlege das Gebiet in Teilgebiete (z.B. Dreiecke) und bestimme die Basisele-
mente.

o Stelle das lineare Gleichungssystem auf und 16se es.
Insbesondere werden wir die folgenden Fragen beantworten:

e Wie sind elliptische Differentialgleichungen definiert? (Antwort in Kapitel
2.)

Welche Funktionen enthélt der abstrakt definierte Raum V? (Antwort in
Kapitel 3.)

Was ist eine schwache Formulierung genau? (Antwort in Kapitel 4.)

Welche Basisfunktionen kann man verwenden? (Antwort in Kapitel 6.)

Gilt up, — win X (b — 0)? Wie groB ist der Fehler ||u; — ul|x genau?
(Antwort in Kapitel 7.)
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2 Elliptische Differentialgleichungen

Sei O C R? (d > 1) eine offene Menge und u € C*(Q). Wir schreiben partielle
Ableitungen von u in der Form

D% = ﬂ
ozt - Ozt
wobei a = (ay, ..., aq) € N¢ ein Multiindex und |a| = ay + - - - + ay ist.

Eine lineare partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung ist eine Gleichung
der Form

Z ao(z)D% = f(x), x €,

o<k

wobei a, : 2 — R, f : 2 — R beliebige Funktionen sind. Wir betrachten nur
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung (k = 2). Diese koénnen wir wie
folgt schreiben:

d

> aij(x) 7 +zd: ‘()au+ (2)u=f(z), z€Q (2.1)
G g, L M gy T T I, A '

ij=1

Wir setzen voraus, daf a;; = aj; gilt (ansonsten benennen wir wegen der Ver-
tauschbarkeit der zweiten Ableitungen fiir C2-Funktionen die Koeffizienten um).

Definition 2.1 (1) Die Differentialgleichung (2.1) heifit elliptisch in x € Q
genau dann, wenn alle Eigenwerte der Matriz (a;j(x)) (ungleich null sind
und) dasselbe Vorzeichen haben.

(2) Die Differentialgleichung (2.1) heifst elliptisch (in Q) genau dann, wenn sie
elliptisch in (fast) allen x € Q) ist.

Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, daf die Eigenwerte ein positives
Vorzeichen haben (ansonsten a;, a und f durch —a;, —a und — f ersetzen). Daher
gilt:

(2.1) ist elliptisch in x € Q < (a;;(z)) ist positiv definit.

Ein wichtiges Beispiel einer elliptischen Differentialgleichung, das wir bereits in
Kapitel 1 kennengelernt haben, ist die Poisson-Gleichung

d
9%u

flz), zef (2.2)

i=1

In diesem Fall ist die Matrix (a;;) gerade die Einheitsmatrix. Eine Funktion w :
Q — R heiBt (klassische) Lisung von (2.1), wenn v € C*(Q2) und u erfiillt (2.1).

Eine Differentialgleichung hat, wenn sie l6sbar ist, im allgemeinen unendlich
viele Losungen. Beipielsweise ist mit u(z) auch u(x) + ¢; x1 + -+ + cqxqg + ¢
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(¢,e1,...,¢q4 € R) Losung von (2.2). Wie bei gewthnlichen Differentialgleichun-
gen braucht man noch Nebenbedingungen, etwa Bedingungen an die Losung auf
02 oder im Unendlichen (wenn € unbeschrankt ist). Wir beschréanken uns im
wesentlichen auf beschrinkte Gebiete (denn unbeschrinkte Gebiete miissen im
Computer ohnehin durch beschriankte approximiert werden) und folgende physi-
kalisch relevante Randbedingungen:

1. Dirichlet-Randbedingung: u = g(z) auf 0;
2. Neumann-Randbedingung: Vu - v = g(x) auf 0$;
3. Robin-Randbedingung: Vu - v + a(x)u = g(z) auf 0.

Die Randbedingungen konnen auch kombiniert werden (siehe Beispiel 1.1 in
Kapitel 1); ein Beispiel sind gemischte Dirichlet-Neumann-Randbedingungen:

u=gi(z) auf 'y, Vu-v=gs(x) auf Iy,
wobei 0 =T, Uy und I'; N Ty = 0.

Definition 2.2 Wir nennen das Problem, bestehend aus der Differentialglei-
chung (2.1) und einer der obigen Randbedingungen oder deren Kombinationen,
ein elliptisches Randwertproblem. Eine Funktion u € C?(Q) N CY(Q) heifit (klas-
sische) Losung eines elliptischen Randwetproblems, wenn sie die Differentialglei-
chung (2.1) lost und die entsprechenden Randbedingungen erfillt. Im Falle von
Dirichlet-Randbedingungen geniigt u € C2(2) N C°(Q).

Es stellt sich nun die Frage, ob elliptische Randwertprobleme immer (klassi-
sche) Losungen besitzen, und wenn ja, ob die Losung eindeutig ist. Die Antwort
ist: im allgemeinen nein. Was kann passieren? Dazu einige Beispiele.

Beispiel 2.3 (Unstetige rechte Seite) Betrachte das Problem
u'=f(z) mQ=(-1,1), u(-1)=0, wu(l)=1,
mit f(z) = —1 fir x < 0 und f(z) =1 fiir x > 0. Die Losung
—Lxp24l 0
T

erfiillt u € C1(2), aber u & C?(€). Das ist klar, denn wire u € C?(Q), so miisste
auch f =" € C°(Q) gelten — Widerspruch.

Beispiel 2.4 (Unbeschrinktes Gebiet) Das Randwertproblem
Au=0 in Q2= (0,00) xR, u=0 auf Q= {0} xR
besitzt unendlich viele Lésungen
u(wy, x2) = cxy,  (1,72) € L,

mit ¢ € R.
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Beispiel 2.5 (Neumann-Randbedingungen) Seien 2 C R? (d > 1) ein be-
schriinktes Gebiet, f € C°(Q) und g € C°(99). Es gelte

/f(x) dx #+ g(s) ds.
Q o0
Dann besitzt das Randwertproblem
Au=f inQ, Vu-v=g auf df

keine Losung u € C%(Q) N CY(Q), denn ansonsten folgt aus dem Divergenzsatz

Vu(s)-vds = / g(s) ds.

[2/9]

/ F(@) do — / div(Vu)(z) do
Q Q o0
Existiert dagegen eine Losung u, so gibt es unendlich viele, denn u 4 ¢ mit ¢ € R
sind auch Losungen.

Wir beenden dieses Kapitel mit einem Beispiel einer nichtlinearen elliptischen
Differentialgleichung.

Beispiel 2.6 (Elektronenverteilung in einem Halbleiter) Wir wollen die
Elektronenverteilung in einem Halbleiterbauelement, durch das kein Strom flief3t,
berechnen. Ein Halbleiter ist ein Material, das bei Energiezufuhr (z.B. Warme,
Licht) leitend wird. Beispiele sind Silizium, Germanium und Gallium-Arsenid.
Ein Halbleiterbauelement ist mit zusétzlichen, festen geladenen Atomen versetzt
(Dotierung). Diese Dotierung charakterisiert die Funktionsweise des Bauteils.

Die Elektronendichte in dem Halbleiter €2 sei mit n(z) bezeichnet. Da Elek-
tronen elektrisch geladen sind, erzeugen sie ein elektrisches Feld F(z) = —V¢(x),
wobei ¢(x) das elektrostatische Potential sei. Das elektrische Feld erfiillt die
Maxwell-Gleichung

Ap=—divE =n—C(x) in Q,

wobei C(z) die Dichte der zusétzlichen geladenen Atome in 2 modelliert (Do-
tierungsprofil). Die Elektronenstromdichte J sei gegeben als die Summe von Dif-
fusionsstrom (erzeugt durch die riumliche Anderung der Elektronendichte, Vn)
und Driftstrom (erzeugt durch das elektrische Feld, nE):

J=Vn+nE =Vn—-—nVe¢ in (.

Wir haben vorausgesetzt, daf§ durch das Bauteil kein Strom flieBen soll: J = 0.
Wegen
0=J=nV(lnn— ¢)

und n > 0 in € impliziert dies Inn — ¢ = const. in 2. Da das Potential nur bis
auf eine additive Konstante bestimmt ist (¢ steht immer mit mindestens einer

13



Ableitung in der Gleichung), kénnen wir die Integrationskonstante zu null wéhlen:
Inn — ¢ = 0 oder n = ¢? in Q. Damit lautet die Gleichung fiir ¢ :

A¢ =e? — C(z) in Q. (2.3)

Dies ist eine nichtlineare elliptische Differentialgleichung. Wir brauchen noch
Randbedingungen fiir diese Gleichung. Wir nehmen an, dafl 0f) ein total isolie-
render Rand ist:

V¢-v=0 auf d0Q. (2.4)

Dies bedeutet, dafi Elektronen weder in 2 hinein noch aus €2 heraus fliefen.
Wir wissen von Beispiel 2.5, dafl das Randwertproblem (2.3)-(2.4) nur lésbar
ist, wenn

/ (¢ = C) dz = 0 (2.5)

gilt, und dafl im Falle der Losbarkeit unendlich viele Losungen existieren, ndmlich
¢+a mit a € R. Die Bedingung (2.5) sichert aber die eindeutige Losbarkeit. Seien
némlich ¢ + « (a € R) alle Losungen von (2.3)-(2.4). Wéhle dann o € R, so da8

/e"ﬁm dex =e ™ /C(x) dzx.
Q Q

Dann erfiillt ¢ + « gerade (2.5).

Um die Elektronendichte zu bestimmen, miissen wir also das Problem (2.3)-
(2.4) 16sen und dann n = e? setzen. Ist nun ¢ “sehr negativ”’ (d.h. —¢ > 1) in
), so ist n “sehr klein”. Das ist plausibel, denn Elektronen flieen von “—”
“47 flielen also in Richtung positiven Potentials.

Das Problem (2.3)-(2.4) ist im allgemeinen nicht explizit 16sbar. (Eine Aus-
nahme ist C'(z) = const. in €; in diesem Fall ist ¢ = InC.) Wir sind also ins-
besondere fiir nichtlineare Probleme im allgemeinen auf eine numerische Losung
angewiesen.

nach
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3 Sobolev-Raume

In diesem Kapitel stellen wir einige funktionalanalytische Hilfsmittel iiber Sobo-
lev-Réume bereit, die wir fiir die Formulierung und Approximation elliptischer
Randwertprobleme bendtigen. Wir werden nicht alle Resultate beweisen, da die
Beweise eher in eine Vorlesung iiber Sobolev-Réume gehéren, aber genaue Refe-
renzen angeben, wo die Beweise zu finden sind.

Sei Q C R? (d > 1) im folgenden eine offene Menge. Wir definieren zuerst die
Lebesgque-Rdaume

LP(Q2) = {u:Q — R meBbar: |u|’ Lebesgue-integrierbar}, 1 <p < o0,
L>*(Q) = {u:Q — R meBbar: u essentiell beschrankt}, p = oc.

Wir nennen eine meflbare Funktion u : {2 — R essentiell beschrdnkt, wenn

esssup |u| == inf{K > 0: |u(z)] < K fiir fast alle z € Q} < o0.
Q

Zwei Funktionen u,v € LP(2) sind gleich (v = v in LP(2)) genau dann, wenn
u(x) = v(zx) fur fast alle x € €. Die Lebesgue-Riume LP(€)), versehen mit den

Normen
1/p
lulle = ( [ dx) Cl<pen
Q

|| = esssup lul, p= o0,
sind Banach-Réume. Der Raum L?((2), versehen mit dem Skalarprodukt

(u, )2 = / u(@)o(z) de,

ist ein Hilbertraum.
Wir definieren weiter den Trdger einer Funktion u : €2 — R durch

suppu := {x € Q: u(x) # 0}.

Der Raum
Ce(Q) ={u € C*™(R) : supp u kompakt}

heiit Raum der Testfunktionen. Er ist nichtleer; Beispiele fiir Testfunktionen sind

_ e .
us(x) = P ( 52*‘“2) Folel<e , e>0.
0 :  sonst

Schliellich benttigen wir noch den Begriff der schwachen Ableitung.
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Definition 3.1 Seiu € LP(Q), 1 < p < oo, und sei o € Nd ein Multiindex. Die
Funktion u besitzt die schwache Ableitung D € LP(Q) genau dann, wenn fir
alle v € C§°(2) gilt:

(D%, v) 2 = (—1)1*l(u, DY) 2. (3.1)

Es ist klar, da$ fiir Funktionen u € LP(2)NC1*(Q) die schwache und klassische
Ableitung tibereinstimmen.

Beispiel 3.2 Seien Q = (—1,1) und u(x) = |z|, x € Q. Dann besitzt u die
schwache Ableitung

o (z) = -1 : —-1<x<0
o 1 @ O0O<zxz<l1

und v’ € LP(Q) fiir alle 1 < p < oo (Ubungsaufgabe).
Die Funktion " kann dagegen keine schwache Ableitung besitzen. Anderenfalls
folgt fiir alle v € C§°(€2) mit partieller Integration

1 1
/ u'vdr = / w” dx
-1 -1

0 1
= —/ 0" (z) dx—l—/ " (z) dz
0

-1

_ /i V(z) dv — /01 V(z) do

— 20(0). (3.2)

Wir behaupten, dafl «” > 0in Q gilt. Wiare ndmlich «” < 0 in I C € mit
meas(/) > 0, so gibe es ein v € C§°(§2) mit

1
0> / u"v dx = 2v(0) > 0;
-1

Widerspruch.
Wiéhle nun v, € C3°(2), v- > 0 in Q, so daB v.(0) = 0 und v. = 1 in I, mit
I. — Q (¢ — 0). Dann folgt aus (3.2):

1
= 20v.(0) :/ u'v. do > / u'v, dx :/ ' dx.
-1 I I

Der Grenzwert ¢ — 0 ergibt

1
0< / u'(z) dx <0,

1

also u” = 0 in §2; Widerspruch zu (3.2).
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Wir sind nun in der Lage, die Sobolev-Réume zu definieren:

Definition 3.3 Seien m € Ny, 1 < p < co. Dann heifit der Raum
WmP(Q) ={u € LP(Q) : D € LP(Q) fiir alle |a| < m}
Sobolev-Raum.

Satz 3.4 (1) Der Sobolev-Raum W™P(Q) (m € Ny, 1 < p < 00), versehen mit

der Norm
o 1p 1/p
fulesr = (32 0D7ulg) " 1<p <o,
o] <m
lullwmee = > [ID%u|lg~, p=o0,
la]<m

1st ein Banachraum.

(2) Der Sobolev-Raum H™(Q) := W™2(Q) (m € Ny), versehen mit dem Ska-
larprodukt

(u,v)gm = Z (D%, D) 2,

laj<m

ist ein Hilbertraum.
Beweis: Siehe zum Beispiel [12, Kap.21.2].

Im Falle m = 0 setzen wir W?(Q) = L?(Q) und H°(Q2) = L?(Q2).

Funktionen aus Sobolev-Rdumen miissen nicht stetig sein. Ein Beispiel ist die
Funktion u(zy,7s) = In(z? + 23), Q = {(z1,72) € R? : 22 + 23 < 1}. Es gilt
u € WH(Q), aber u ¢ C°(Q). Fiir geniigend “grofie” m und p sind Sobolev-
Funktionen jedoch stetig (siche Satz 3.11).

Was haben die Sobolev-Réume mit dem in Kapitel 1 definierten Raum zu
tun? Dazu folgende Definition:

Definition 3.5 Secien m € N, 1 < p < oco. Definiere den Sobolev-Raum
Wy (Q) = Vervollstindigung von C5°(2) in || - |lwma.

Dies bedeutet folgendes: Sei uw € W™P(Q). Dann gilt v € Wy""(Q) genau
dann, wenn es eine Folge (u,,) C C§°(£2) gibt mit

lun — u|lwmr — 0 filr n — oo.

Satz 3.6 Seim € N, 1 < p < co. Der Raum WJ"P(Q)), versehen mit der Norm
|- |lwme ist ein Banachraum und Hy(Q) == WJ"*(Q), versehen mit dem Skalar-
produkt (-, ) gm, ist ein Hilbertraum.
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Beweis: C§°(R) ist ein linearer Unterraum von W™P(Q2). Also ist Wy’ (Q) ein
linearer Unterraum von W™?(Q), und die Vollstandigkeit von W;""(Q) folgt aus
der von W™P(2). O

Die Funktionen aus W;""(€) sind diejenigen Elemente aus W"?(Q), die die
Eigenschaft “u = 0 auf 092" erfiillen. Aber wie ist diese Aussage gemeint? Da
Funktionen aus W;""(€2) nicht stetig sein miissen (siehe die obige Bemerkung),
ist u = 0 auf 092 moglicherweise nicht definiert (denn 02 ist im allgemeinen
eine Nullmenge). Wir brauchen also eine Definition, die die Eigenschaft “u =
0 auf 02" in einem schwachen Sinne erklért.

Es ist plausibel, daf} fiir diese Definition der Rand 092 “glatt” sein sollte. Um
zu prézisieren, was wir unter “glatt” verstehen, definieren wir:

Definition 3.7 Sei Q C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet. Wir schreiben
90 € C%' wenn 9Q eine (d—1)-dimensionale C%'-Mannigfaltigkeit ist, so daf
lokal auf einer Seite von O liegt. Mit anderen Worten: Es ist 02 € C%Y, wenn 02
durch endlich viele C%'-Funktionen g in der Form xq = g(x1,...,24-1) geschrie-
ben werden kann, wobei (x1,...,x4) € Q genau dann, wenn xq < g(T1,...,Tq 1)

(siehe Abbildung 3.1).

Tq < g(xla"'al‘d—l)

xg=g(T1,...,2q-1)

Abbildung 3.1: Gebiet Q mit 9Q € C%.

Fiir Q={z € R?: |z| <1} und Q = (0,1)? gilt IQ € C®, aber nicht fiir die
Gebiete in Abbildung 3.2.

Abbildung 3.2: Gebiete Q mit 9Q ¢ C%1.
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Satz 3.8 Seien Q C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet mit Q2 € C%', und
1 < p < oo. Es existiert ein linearer stetiger Operator vy : Whr(Q) — LP(09),
so dap fiir u € C1(Q) gilt: v(u) = ulsq.

Beweis: Siehe [12, Kap.21.4].

Wir nennen v(u) die verallgemeinerten Randwerte von u. Haufig schreiben
wir “u = 0 auf 9Q” anstatt v(u) = 0, selbst wenn v € WP(Q). Insbesondere gilt
(unter der Voraussetzung von Satz 3.8):

Wo () = {u € WH(Q) : y(u) = 0}.

(Fiir den Beweis siche [6, Satz 6.2.42].) Der Zusammenhang mit dem in Kapitel
1 definierten Raum

V =X (bzgl. || - ||g) = Vervollstindigung von X in || - ||z,
wobei X = {u € C*(Q) : u = 0 auf 9Q}, lautet nun
V = H;(Q).

Sei ndmlich u € V. Dann existiert eine Folge (u,) C X mit ||u, —ul| — 0 (n —
o0). Insbesondere ist u € H'(2). Die Stetigkeit des Randoperators v impliziert
0 = Y(u,) — v(u) in L*(0Q) und damit y(u) = 0. Daher ist V' C Hj(Q). Die
Inklusion C§°(Q2) C X ergibt

Hy () = C3°(Q) (bzgl. || - ) € X (bagl. || - [|z2) = V-

Ist auch der Sobolev-Raum W™P(Q) eine Vervollstdndigung von C'*°-Funk-
tionen, oder anders ausgedriickt: Liegen C*°-Funktionen dicht in W™?(€2)? Diese
Frage liegt nahe, da die C§°-Funktionen (nach Definition 3.5) dicht in W;""(Q)
liegen. Die Antwort lautet: ja, allerdings nur unter einer Bedingung an den Rand
082 (wenn €2 beschrénkt) bzw. an das Verhalten der Funktionen in der N#he von
09 oder im Unendlichen (wenn 2 unbeschrinkt). Genauer gilt:

Satz 3.9 Sei Q C RY (d > 1) ein Gebiet, m € N und 1 < p < oo.
(1) Sei Q beschrinkt mit 0Q € C%'. Dann ist C*(Q) dicht in W™P(Q) bzw.

WmP(Q) = Vervollstindigung von C®(2) in || - ||wms.
(2) C=(2) N W™P(Q) ist dicht in W™P(2).
Beweis: Siche [7, Kap. 6.4.3].

Kehren wir noch einmal zuriick zum Sobolev-Raum H}(€2). Seine Funktionen
besitzen die wichtige Eigenschaft, daf§ die Beschranktheit von ||Vul|z2 bereits die
Beschranktheit von ||u|| 72 impliziert (fiir beschrénkte €2). Dies hat zur Folge, da8
die Normen || - ||zn und ||V (+)||z2 in Hg(S2) dquivalent sind. Es gilt ndmlich:
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Satz 3.10 (Poincaré-Ungleichung)
Sei Q C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C™'. Dann existiert eine
Konstante C, > 0, so dap fiir alle u € Hy(Q) gilt:

[ullz2 < Cpl[Vul| 2. (3:3)
Beweis: Sei zuerst u € C§°(Q) und sei L < 0 so, dal Q@ C (=L, L) x R¢L. Mit
partieller Integration und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:

0 0
2 . _ 2 . 2
s = [ gt do = [ ) da

= / U’ dx—Q/xlu% dz
00 Q O

ou
= -2 —d
/Qxlu(?xl T
ou

< 2L
< 2Ll |5

L2
Es folgt
ou ~
lullze < 2L]| 5|, < 2L Vule Ve G,
Nun sei v € H}(€2). Dann existiert eine Folge (u,) C C5°(Q), so daf
u, —u in L*(Q), Vu, — Vu in L*(Q) (n — o)
und
[unl[r2 < 2L[ V| 2

Der Grenzwert n — oo in der obigen Ungleichung liefert die Behauptung. O
Die Ungleichung (3.3) hat die Ungleichungskette
lullmm = (lulfe + [Vulg2)? < (Ch + 1)V Vull 2 < (Cp + 1) 2|ful|m

zur Folge, was die Aquivalenz von || - ||z und ||V (+)||z2 in H}(Q2) bedeutet.
Eine andere interessante Frage ist, ob W™P-Funktionen stetig sind. Im all-
gemeinen ist dies nicht richtig, wie wir bereits weiter oben bemerkt haben. Fiir
geniigend grofie m, p stimmt dies aber. Um diese Aussage prézise zu formulieren,
benotigen wir den Begriff der Einbettung.
Seien XY Banachrdume. Wir sagen, dafl die Einbettung X — Y stetig ist,
wenn X C Y und wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit

[ully < Cllullx Vue X.

Wir sagen, daf die Einbettung X — Y kompakt ist, wenn sie stetig ist und wenn
in X beschriankte Folgen relativ kompakt in Y sind, d.h., wenn fiir (u,) C X mit
|un]|x < C und C > 0 unabhingig von n € N es eine Teilfolge (u!) C (u,) gibt,
so dafl (u)) in Y konvergent ist.
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Satz 3.11 (Sobolev-Einbettung) Sei Q C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet
mit 00 € C%', 1 < p,q < oo, m,j € Ny, m < j. Dann gilt:

(1) Wenn m — d/p > j — d/q, dann ist die Einbettung W™P(Q) — W1(Q)
stetug.

(2) Wenn m —d/p > j — d/q, dann ist die Einbettung W™P(Q) — WH1(Q)
kompakt.

(3) Wenn m —d/p > j, dann ist die Einbettung W™P(Q)) — C7(Q) kompakt.
Beweis: Siehe [12, Kap. 21.4].

Die Einbettung W™?(Q) — CY @) bedeutet, dafl es einen Repridsentanten
aus W™P(Q) gibt, der im Raum C7(Q) liegt. Die Einbettung

HY(Q) — L¥(Q)

ist in allen Raumdimensionen kompakt. Wir haben nun ein Kriterium, unter
welchen Bedingungen W™P-Funktionen stetig sind (bei geeigneter Wahl eines
Représentanten). Es gilt nach Satz 3.11:

mp >d = W™P(Q) — C°Q) stetig.

Insbesondere ist die Einbettung H'(2) — C°(Q) stetig, wenn d = 1. Fiir d = 2
gilt dies nicht mehr, wie das Beispiel In |z| mit z € R?, |z| < 1 zeigt. Es gilt aber
H?(Q) — C°(Q), wenn d < 3.

Wir benétigen noch Sobolev-Rédume mit negativem Index. Betrachte etwa
u(z) = |z|, x € Q = (—1,1). Nach Beispiel 3.2 gilt u € H'(Q) und v’ € H*(Q) =
L?(2). Die zweite Ableitung u” existiert weder im klassischen noch im schwachen
Sinne. Dennoch kénnen wir sie als Element des Raumes H () definieren, aber
nicht mehr als Funktion, sondern als Funktional. Wir definieren:

Definition 3.12 Sei Q C R? (d > 1) ein Gebiet und k € N. Definiere den
(algebraischen) Dualraum von HE(Q)

H™ Q) ={F: HYQ)— R: F linear und stetig}
mit der Norm

[Fllg-« = sup  [F(u)].
1

ol )=
Wir schreiben fiir F € H7*(Q) und v € H(Q) auch
(Fu)ys = F(u).
Satz 3.13 (1) H7*(Q), versehen mit obiger Norm, ist ein Banachraum.
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(2) Die Einbettung L*(Q) — H*(Q) ist stetig im folgenden Sinne: Sei u €
L*(Q) und definiere w € H™*(Q) durch (i,v) g« := (u,v) 2 fiirve HY(Q).
Dann gilt

@l -+ = l[ull 22

Wir identifizieren u mit .
Beweis: Siehe [7, Kap. 6.4.9].

Die Sobolev-Raume gestatten, die Definition (3.1) der schwachen Ableitung
zu verallgemeinern (eine befriedigende Definition liefert allerdings nur die Dis-

tributionentheorie). Sei v € H*(Q) und v € H§+|a|(Q) mit « € N% k > 0.
Definiere dann D% € H~*~1*/(Q) durch

(D%, v) jp—r—ja) = (—1)1*Nu, D) .
Wir setzen (-, -)go = (-, ) 2.

Beispiel 3.14 Sei u(z) = |z|, € Q = (—1,1). Wir zeigen: v’ € H*(Q). Sei
v € Hj(Q). Dann ist

(W, )1 = —<§/7U/>H0 :—(UI/’U/)B
_ /1U'(x) dx—/o o () da
— 2(0).

Beachte, daf die Einbettung HZ(Q) — C°(Q) im Eindimensionalen gilt und daher
v(0) Sinn macht. Die Stetigkeit dieser Einbettung impliziert

(", v} g1 | = 2[v(0)] < 2ol < 2C]0l[m
und damit ||u”||z-1 < 2C.

Beispiel 3.15 Sei u(xy,73) = (22 + 22)73/4) (v1,22) € Q= {z € R? : |z| < 1}.
Dann gilt v ¢ L2(Q). Wir behaupten, dal u € H~ (). Sei dafiir v € C§°(Q2). In
Polarkoordinaten haben wir u(r,6) = r=3/2, 0 < r < 1. Wir setzen Q. = {z €
R?: |z| < e} und integrieren partiell

27 pl
/ wo dr = / / =320 (r, 0)r dr df
O\Q. 0 Je
2T 2 pl v
= —/ 2612y(e, ) dG—/ / 2112 —(r,0) dr db
0 0 Je or

2
+/ 2-1Y25(1,0) db
’ 2 pl v 2m
= =2 / 2= (r,0) dr d@—/ 2¢Y20(e, 0) db.
0 Je or 0
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Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

‘/Q\QE wv da| < (87(1— )" (/02”/61

27
+251/2/ lv(e, 0)| db
0

) 1/2
% rdr dé’)

2
< (8m)Y3|Vo| 2 + 251/2/ lv(e, 0)] db.
0
Der Grenzwert ¢ — 0 ergibt

/uv dx
Q

Da C§°(Q) dicht in Hj(Q) ist, gilt diese Ungleichung auch fiir alle v € Hj(Q).
Mit Satz 3.13(2) folgt schliefflich

< (8m)V2|| V|2 fiir alle v € C(Q).

[, 0) 1| = |(w,0) 2] < (87)2 (o],

also [|ul|g— < (8m)V/2.
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4 Schwache Losungen elliptischer Randwertpro-
bleme

Wozu brauchen wir schwache Losungen? Betrachte das Randwertproblem
u'=f inQ=(-1,1), u(—=1) =u(l) =1, (4.1)

wobei f durch
(f,v)g— =20v(0) Vv e Hi(Q)

gegeben ist. In Beispiel 3.14 haben wir gezeigt, dafi f € H'(Q) gilt und daB
u(z) = |z|, © € §, eine Losung von (4.1) ist. Diese Losung ist weder im klassi-
schen noch im schwachen Sinn zweimal differenzierbar, es gilt aber u € H*(Q).
Wir benétigen eine Formulierung von (4.1), in der nur erste Ableitungen von wu
auftreten. Diese Formulierung nennen wir eine schwache Formulierung, und die
entsprechenden Losungen schwache Lésungen.

Wir leiten eine solche Formulierung exemplarisch fiir das Randwertproblem

—Au=f inQ, u=0 auf 00 (4.2)

her. (Allgemeinere Probleme werden weiter unten untersucht.) Hier und im fol-
genden sei stets 2 C R? (d > 1) ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C%! (damit wir
den Divergenzsatz anwenden konnen). Sei f € L2(2) und sei u € C?*(Q) N C()
eine klassische Losung von (4.2). Wir multiplizieren (4.2) mit einer Funktion
v € C§°(Q), integrieren iiber © und verwenden den Divergenzsatz:

/fvda: = —/Auvdw
Q Q

= /Vu-Vvdm—/ (Vu - v)v dz
Q

o0
= /VU-VU dzx.
0

Diese Gleichung gilt wegen der Dichtheit von C§°(Q2) in H}(Q) auch fiir alle
v € H}(Q). Definiere die Bilinearform

a(u,v) = / Vu- Vv dr, wu,ve€ Hy(Q),
Q
und das lineare Funktional
F(v) = / fvdr, ve HQ).
Q

Die schwache Formulierung von (4.2) lautet

a(u,v) = F(v) Vv € Hy(9). (4.3)
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Eine Funktion u heifit schwache Lisung von (4.2), wenn u € H}(€) und wenn u
die Gleichung (4.3) erfiillt.

Wir haben gezeigt, daf} jede klassische Losung von (4.2) eine schwache Losung
ist. Sei umgekehrt u eine schwache Losung von (4.2) mit der Eigenschaft u €
C%*(Q)NCH(Q) : Wir behaupten, dal dann u eine klassische Losung von (4.2) ist.
Es folgt nimlich fiir alle v € C§°(2) C H} () :

/ﬂ(f—i—Au)vdx:/ﬂ(fv—Vu-Vv) dz = 0.

Aus Dichtheitsgriinden folgt fiir alle v € L*(Q)

DAU+AMUM:ﬂ‘

Dies impliziert (Ubungsaufgabe)
f+Au=0 fast iiberall in Q.

Da u € H} (), gilt 0 = vy(u) = ulsq.

Beachte, daf§ die Randbedingung fiir u in der Definition des Sobolev-Raumes
enthalten ist: Haben wir eine schwache Losung v € Hj(2) von (4.2) gefunden, so
gilt automatisch u = 0 auf 92 (im schwachen Sinne). Unter welchen Bedingungen
an a und F' erhalten wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von (4.3)?
Eine Antwort gibt das Lemma von Lax-Milgram. Dafiir benttigen wir die folgende
Definition:

Definition 4.1 Sei V' ein reeller Hilbertraum und a :' V xV — R eine Bilinear-
form.

(1) a heifst stetig auf V', wenn es ein K > 0 gibt, so daf fir alle u,v € V' gilt:

|au, v)| < Kljullv[lv]lv-

(2) a heifit koerziv (oder elliptisch) auf V', wenn es ein A\ > 0 gibt, so daf fir
alle w e 'V gilt:
a(u,u) > Nully.

Lemma 4.2 (Lax-Milgram)

Sei V' ein reeller Hilbertraum, a : V x V — R eine stetige und koerzive Biline-
arform und F € V' (wobei V' den Dualraum von V' bezeichne). Dann existiert
genau ein u € V, so dafs

a(u,v) = F(v) YveV. (4.4)

Fiir diese Lisung gilt
lullv < A7 Fllv.
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Fiir den Beweis des Lemmas von Lax-Milgram benotigen wir den Darstel-
lungssatz von Riesz:

Satz 4.3 Sei V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und F € V'. Dann exi-
stiert genau ein w € V. mat

(u,v) =F(v) YveV
und |[ully = [|F[[y.
Fiir den Beweis des Darstellungssatzes von Riesz siche zum Beispiel [12].

Beweis von Lemma 4.2: Sei w € V. Dann ist a(w, ) € V’, und nach dem Darstel-
lungssatz von Riesz existiert ein eindeutig bestimmtes 7'(w) € V' mit

(T(w),v) =a(lw,v) YveV (4.5)
und
1T (w)llv = lla(w, )y < Kljwlly. (4.6)

Die Abschétzung zeigt, dafl der Operator T' : V' — V stetig ist. Wegen der
Bilinearitéit von a(-,-) ist T auch linear. Unser Ziel ist es zu zeigen, dafl 7!
existiert und linear und stetig ist. Sei nédmlich g € V' die eindeutig bestimmte

Loésung von
(g,v) =F(v) YveV

mit ||g|ly = ||F|lv (existiert nach dem Darstellungssatz von Riesz). Mit (4.5)
folgt dann
a(T™(g),v) = (g,v) = Fv) WweV,

d.h., u := T7(g) ist die gesuchte Losung. Sie ist eindeutig, da zwei Losungen
uy, ug € V die Gleichung a(u; — ug,v) = 0 fiir alle v € V' impliziert und damit
fir v = u; — us

Mlur — ugl|3 < alug — ug, uy —up) = 0,

also u; = us.
T ist injektiv: Wegen der Koerzivitdat von a erhalten wir fiir alle u € V' :

Mlulli < a(u,w) = (T(w),w) < [ T(w)llv[ullv,

also
Mully < 1T (u)|lv. (4.7)

Dies zeigt, da8 T injektiv und T—!: T(V) — V stetig ist mit
1T (W)l < X7Hollv - Vv € T(V).

Wir miissen zeigen, da T'(V') = V ist.
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T(V) ist abgeschlossen: Sei (v,) C T(V) mit v, — v (n — o0) und v € V.
Wir miissen zeigen, dal v € T(V). Nach Definition der v, existiert eine Folge
(un) C V mit v, = T(u,) — v. Aus (4.7) folgt, daB (u,) eine Cauchy-Folge in V
ist und da V vollstdndig, erhalten wir u,, — w fiir ein w € V. Die Stetigkeit von
T impliziert T'(u,) — T'(w); also T'(w) = v und daher v € T'(V').

Es gilt T(V) = V: Annahme, es gelte T'(V) # V. Da T'(V') ein abgeschlossener
linearer Unterraum von V ist, konnen wir den Raum V' orthogonal zerlegen,
dh. V =T(V)® T(V): mit T(V)L # {0}. Sei nun z € T(V)*, z # 0, d.h.
(T'(v), z) = 0 fiir alle v € V. Insbesondere folgt aus (4.5)

0= (T(2),2) = a(z2) = |z}
und damit z = 0. Dies widerspricht unserer Wahl z # 0.
Die Ungleichung (4.7) impliziert
lully = 1T~ (@) llv < A lglly = A7 Flly-.
Das Lemma ist vollstdndig bewiesen. O

Wir sind nun in der Lage, die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen
Losungen elliptischer Randwertprobleme zu beweisen. Wir untersuchen Rand-
wertprobleme mit

e Dirichlet-Randbedingungen,
e Neumann-Randbedingungen und

e gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen.

Im folgenden setzen wir voraus:

Q C R* (d > 1) ist ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C™'. (4.8)

Dirichlet-Randwertprobleme: Wir suchen eine schwache Losung des Rand-
wertproblems
Lu=f inQ, wu=yg aufo, (4.9)

mit dem Differentialoperator

Lu=-Y" a% (aij(x)%) + ¢(x)u. (4.10)

ij=1

Definition 4.4 Der Differentialoperator L in (4.10) heifst gleichméfig elliptisch
in Q0 genau dann, wenn es ein X > 0 gibt, so daf fiir alle ¢ € R? und fast alle
x € Q) gilt:

d
> ay(@)&g; > M.

ij=1
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Die Elliptizitiat von L wird die Koerzivitat der entsprechenden Bilinearform
liefern (siehe unten). Wir benétigen die folgenden Voraussetzungen :

aij,c € L®(Q), ¢ >01in Q; f e L*Q), g € H(Q); }

L ist gleichméaBig elliptisch in €. (4.11)

Die schwache Formulierung von (4.9) erhalten wir durch eine dhnliche Rechnung
wie in dem Beispiel weiter oben durch Integration und Anwendung des Diverenz-
satzes. Sei

a(u,v) = Zd:/a--%@ da:—l—/cuv dx
’ n Q waxjﬁx,» Q ’

ij=1
Fv) = /va dz.

Wir kénnten nun u als Losung des Problems a(u, v) = F(v) fiir v € H}(Q2) suchen;
allerdings ist im allgemeinen u ¢ HJ(Q), da u = g auf 9. Eine Moglichkeit ist,
eine Funktion u mit u — g € Hj(2) zu suchen. Wir transformieren das Problem
auf homogene Randbedingungen. Sei w(= u — g) € H}(Q) eine Losung von

Lw=f—-Lg inQ, w=0 auf 0. (4.12)

Dies legt nahe, die rechte Seite folgendermaflen zu definieren:

d
G@)ZF(U)—Z/QGU‘%% dx —/chv dr, ve Hy Q).
7 7

ij=1
Die schwache Formulierung von (4.12) lautet dann: Finde w € H}(£2), so da8
a(w,v) = Gv) Yv € Hi(Q).

Dann ist u = w + ¢ die gesuchte schwache Ldosung von (4.9).

Wir haben fiir die Randwertdaten g € H'(§)) vorausgesetzt. Eigentlich ben&ti-
gen wir die Werte von g nur auf dem Rand 0f2, es sollte also geniigen, lediglich
g € L*(09Q) zu fordern. Andererseits haben wir gesehen, dafi die Transformati-
on auf homogene Randbedingungen die Definition von ¢ in 2 erfordert und dafl
g € H'(Q) notwendig scheint. Kann man Funktionen g € L?(9Q) so fortsetzen,
daf} die Fortsetzung § € H'(Q2) und § = g auf 99 erfiillt? Im allgemeinen stimmt
dies nicht. Erfiillen aber g und 02 gewisse Regularititseigenschaften, dann geht
das. (Genauer gesagt benstigt man 0Q € C%' und g € H'/?(09); siche zum Bei-
spiel [6, Kap. 6.2.40].) Um technische Komplikationen zu vermeiden, kann man
g € v(H*(Q)) fordern (dann existiert ein ¢ € H*(Q) mit v(§) = g) oder gleich
g € H'(Q) (und interpretiert u = g auf 9Q im Sinne von v(u — g) = 0).
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Satz 4.5 Unter den Voraussetzungen (4.8) und (4.11) existiert genau eine schwa-
che Lisung u € H () von (4.9) mit u — g € HL(Q) und

[ullgr < C(1fllz2 + llglla), (4.13)
wobei C' > 0 von A, 2, a;; und c abhingt.

Die Abschitzung (4.13) beweist die stetige Abhéngigkeit der Losung u von
den Daten f und g.

Beweis: Wir wollen das Lemma von Lax-Milgram in V' = H} () anwenden. Dafiir
priifen wir die entsprechenden Voraussetzungen nach:
(1) a ist stetig: Fiir alle u,v € V gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

d
ou ov
a(u,v)] < /mw#— S ot [ lellul o] o
’ 'L,jzzl Q " 8xj (9:1:'1 Q
d

ou ov

< ;4 e} e} P — =
__iﬁgggw%mlem,}<2;a% i m+wmuwwuﬂ

= K([Vull2[Voll2 + [Jull z2[lv] =)
< Kllullm ol g,

wobel K = max{||a;j||ze, ||c||r= 14,5 = 1,...,d}.
(2) a ist koerziv: Sei u € Hj(Q2). Die gleichmiflige Elliptizitit von L und die
Nichtnegativitat von ¢ implizieren

a(u,u) > )\g/ﬂ

wobei \g = A/(C7+1) und C,, > 0 ist die Konstante in der Poincaré-Ungleichung
(siehe Satz 3.10). Beachte nimlich, daB fiir u € HJ(Q)

ou
a.’lﬁi

2
dz = \||Vul|2: > Xollul|3:,

lullzn = lullZ> + [VulZ: < 1+ C)IVullz:

gilt.
(3) G e V= HQ) :Sei v € V. Dann gilt nach der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

GO < W llzellvllze + | max flai;llz= [ Vgllz2 [ Vol 2

+ llellzellgll 2 llvll 22
< (Ifllzz + Cullgllm) vl

wobei Gy = masc{a i~ < 7.7 = 1,....d} + i~ Daher ist |Gl < [/l +
C1llg| - Wir bemerken, dafl wir wegen G € H~'(Q) auch

(G,v)yg-1 = (f — Lg,v)yg—
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fiir v € Hg () schreiben konnen.
Nach Lemma 4.2 existiert genau ein w € V, so dafl

a(w,v) =Gw) YveV
gilt und auBerdem fiir u = w + g

[wllmr + llglla

Ao G + llgll

AT+ D fllzz + Cillgllm) + gl
CIfllz2 + llglla),

wobei C' =14 A7'(C? 4 1)(Cy + 1). Dies beweist die Abschiitzung (4.13). O

]

(VAN VAN VAR VAN

Neumann-Randwertprobleme: Wir betrachten exemplarisch das Problem
—Au+c(zx)u=f inQ, Vu-v=g auf o2 (4.14)

mit
ce€L®), c>0inQ, feL*Q), ge HY(NQ). (4.15)

Sei u € C2(2) N CL(Q) eine klassische Losung von (4.14) und v € C*(€). Multi-
plikation von (4.14) mit v, Integration iiber © und partielle Integration ergibt

/fvd:c = /Q(Vu-Vv%—cuv)dx—/ (Vu-v)v ds

oN

= /(Vu-Vv+cuv)—/ guv ds.
Q o0

Mit den Definitionen
a(u,v) = /(Vu-Vv+cuv) dx,
Q
F(v) = /fv da:—l—/ guvds, wu,v€ H(Q),
Q 09
lautet die schwache Formulierung von (4.14) wie folgt: Finde u € V' = H'(Q), so

dafl
a(u,v) = F(v) YvelV. (4.16)

Das Randintegral in der Definition von F' ist iibrigens in dem Sinne

/ v(g9)v(v) ds
o0N

zu verstehen.
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Wir diskutieren zuerst den Fall ¢ = 0. In Beispiel 2.5 haben wir bereits gese-
hen, dafl Neumann-Randwertprobleme dann nur unter der Zusatzbedingung

F(l):/Qfdij/ands:O

16sbar sind und mit jeder Losung u auch u+c (¢ € R) eine Losung ist. Wir rechnen
also damit, daf} ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat zuséitzliche Annahmen
erfordert.

Es bote sich wegen (4.16) an, das Lemma von Lax-Milgram fiir V = H'(Q)
anzuwenden. Im Falle ¢ = 0 ist jedoch die Bilinearform nicht koerziv, denn
a(u,u) = 0 fiir alle konstanten Funktionen u. Ein Ausweg ist, in einem ande-
ren Hilbertraum zu arbeiten, etwa

V={uec H(Q): /udx:O}. (4.17)

Die Zusatzbedingung schlieft konstante Funktionen aus. Auflerdem sichert diese
Bedingung die Eindeutigkeit von Losungen.
Im Falle inf ¢ > 0 haben wir diese Probleme nicht, denn dann gilt

a(u,u) > min(l,igfc) /|3,

d.h., a ist koerziv, und das Lemma von Lax-Milgram kann in V = H'(Q) ange-
wendet werden. Genauer gilt:

Satz 4.6 Setze (4.8) und (4.15) voraus.

(1) Seiinfgc > 0. Dann existiert genau eine schwache Lisung u € V = H' ()
von (4.14), d.h., w erfillt (4.16).

(2) Sei infoc = 0. Es gelte F(1) = 0. Dann existiert genau eine schwache
Lisungu €V ={ue H(Q) : [,udx =0} von (4.14).

In beiden Fillen existiert eine Konstante C' > 0, die nur von ) und info ¢ abhdngt,
so dafs

[ull e < CCIfllzz + llgllz)-

Beweis: Wir zeigen zuerst (1). Eine dhnliche Rechnung wie im Beweis von Satz
4.5 zeigt, daBl a stetig in V' = H'(Q) ist. Die Bilinearform ist auch koerziv, denn
fir u € V gilt

alu,u) > M|ul|? mit A = min(l,igf c).

Aus der Stetigkeit des Randoperators folgt fiir v € V :
|F(v)|

N

< N fllzz@ vllzz@) + (@) 220 17 (V) 2200
< ||f||L2(Q) ||U||L2(Q) + OngHHl(Q) ||U||H1(Q)
< (Ifllzz + Cillgl e ) vl 2
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d.h. F € V. Das Lemma 4.2 von Lax-Milgram sichert nun die Existenz und
Eindeutigkeit einer schwachen Losung u € V' von (4.14). Auflerdem gilt

lullzr < AHIF v < A7 max(L, C)(1f[lze + llglle)-

Fiir den Beweis von (2) betrachten wir den in (4.17) definierten Raum mit dem
Skalarprodukt (u,v)y = (Vu, V)2 fiir u,v € V. Die Norm von V' lautet damit
|lullv = ||Vul|z2. Dann ist a koerziv, denn

a(u,u) > [|VullZ: = [ull}.

Doch ist V iiberhaupt ein Hilbertraum? Wir zeigen weiter unten, dafl die Antwort
ja lautet und dafl auBerdem die Norm von V' #dquivalent zu der Norm || - || ist.
Dann folgt ndmlich die Stetigkeit von a und F': Seien u,v € V. Es folgt

la(u, )| < [[Vullg2 [Vl 2 + llell = [ull 22 (0]l 2
< Nullv l[ollv + llell o lulla o]l
< lullv lvllv + C¥llellze llullv o]l
= (1+CV llellze) lullv lvlv
und (siehe oben)
[F@)] < (Ifllzz + Cyllglla)lvlle

<
< Cvlfllze + Cyllgla)lvllv-

Das Lemma von Lax-Milgram liefert nun die Existenz und Eindeutigkeit einer
schwachen Losung u € V von (4.14), und es gilt wegen \ = 1

lullzr < AT Fllvs < Cy max(1, C)([|fllz2 + llgllm).

Wir miissen die Vollstandigkeit des in (4.17) definierten Raumes V' nachwei-
sen. Dafiir benttigen wir den folgenden Satz, der eine Verallgemeinerung der
Ungleichung von Poincaré ist.

Satz 4.7 (Bramble-Hilbert)

Es gelte (4.8) und seien m € N, 1 < p < oo. Seien ferner p,...,u stetige
Halbnormen in W™P(Q) mit der Eigenschaft, daf$ j1;(p) = 0 fiir alle Polynome p
der Ordnung hochstens m — 1 und fir alle 1 = 1,...,k impliziert: p = 0. Dann

1st die Norm
k 1/p
Jull, = ( > Dl + Zui(U)p>
i=1

|a|=m

dquivalent zu der Norm || « ||wma.
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Eine Halbnorm p ist wie eine Norm definiert mit der Ausnahme, daf§ die
Eigenschaft p(u) =0 = u = 0 nicht gefordert wird.

Wir werden den Satz 4.7 fir m = 1, p = 2, k = 1 und py(u) = |(u, 1) 2|
anwenden. Dann ist fiir alle v € V' die Norm

[ully = IVullz2 = [lullv (4.18)
dquvivalent zu der Norm || - || g1, und insbesondere gilt: ||ul/z: < Cy|jully .

Ende des Beweises von Satz 4.6(2): Wir zeigen, dafl der in Satz 4.6(2) definierte
Raum vollstandig ist. Sei (u,) eine Cauchyfolge in V', d.h. beziiglich der Norm
von V (siehe (4.18)). Wegen der Aquivalenz der Normen || - ||y und || - ||z ist
(u,) C V C H(Q) auch eine Cauchyfolge beziiglich der Norm || - || z1. Da H*(£2)
vollsténdig ist, existiert ein u € H'(Q), so dal u,, — w in H'(Q) (n — o0). Wir
miissen u € V zeigen. Die Aquivalenz der Normen impliziert

IV (= )72 + [t = u, D2 = [Jun — ullf < Cllun = ullfn — 0,
also
/udm < /undx—i—/(un—u)dx
Q Q Q
= /(un—u)—>0 (n — 00),
Q

d.h. w € V. Damit ist Satz 4.6 vollstindig bewiesen. O
Beweis von Satz 4.7: Wir zeigen zuerst, daB || - ||, tatséchlich eine Norm auf

W™P(Q) ist. Wir miissen wegen der Halbnormeigenschaften von p; nur nachwei-
sen, daB ||ul|, = 0 auch u = 0 impliziert. Aus [ju||, = 0 folgt

Z | D%|lpr =0 und pi(u) =0 firi=1,... k.

lal=m

Aus der ersten Gleichung folgt, dafl u ein Polynom ho6chstens der Ordnung m — 1
ist. Aus der zweiten Gleichung folgt dann nach Voraussetzung u = 0.
Wegen der Stetigkeit der Halbnormen pu,; auf W™P(Q) erhalten wir

:ul(u) < CZ'HUHWm,p Vu € Wm,p(QL 1= ]-7 R k:

mit positiven Konstanten C;. Daher ist

k 1/p
ullp < (Z ||D“u||§p+20f||u||’;vm,p)
=1

|a|=m

k 1/p
< (1+3207) V.
=1

33



Die umgekehrte Ungleichung beweisen wir indirekt. Wir wollen zeigen:
3C > 0:Vu € W™P(Q) : |ullwme < Clull,.
Wir nehmen an, daf§ das Gegenteil gilt:
Vn e N: 3(u,) C W™P(Q) 1 |Juy|lwmer =1 und [Ju,||, < %

Die letzte Bedingung impliziert

lim ||D%y,||r =0 V]a| =m (4.19)
und
lim p;(u,) =0 Vi=1,... k. (4.20)

Da die Einbettung W™(Q) — W™ 12(Q) kompakt ist (siehe Satz 3.11(2)) und
die Folge (u,) in W™P(£) beschrinkt, existiert eine Teilfolge von (u,), die in
Wm=1P(Q) konvergiert. Sei u der Grenzwert und sei die Teilfolge wieder mit (u,)
bezeichnet. Dann gilt fiir o] = m und v € C§°(Q) :

(Do‘u,v>H7\a| = (—1)|a|<u, DaU>H0
= (=DM (lim wu,, D*);>

n—oo

= (=D lim (u,, D*) 2

n—oo

= lim (D%, v) 2

n—oo

= (lim D%u,,v)r2

n—o0

= 0,

denn lim,,_,o, D%u,, = 0 nach (4.19) (gemeint ist der Limes in LP(£2)). Wir haben
auflerdem oben den Satz von Lebesgue verwendet. Es folgt

D% =0 V]a|=m,
d.h., u ist ein Polynom hochstens der Ordnung m — 1. Auflerdem folgt
|lun — uljwms — 0 (n — o0).

Wegen (4.20) und der Stetigkeit der Halbnormen impliziert dies p;(u) = 0 fiir
alle 7 =1,..., k. Nach Voraussetzung ist dann u = 0. Dies widerspricht jedoch

llu|lwme = lim ||ug,||wme = 1.
n—oo

Der Satz ist bewiesen. |
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Gemischte Dirichlet-Neumann-Randwertprobleme: In Beispiel 1.1 haben
wir gesehen, dafl es physikalische Fragestellungen gibt, bei denen auf Teilen des
Randes 0f2 Dirichlet-Daten und auf den restlichen Teilen von 02 Neumann-Daten
vorgeschrieben sind. Solche Probleme heiflen gemischte Dirichlet-Randwertpro-
bleme. Zur Ilustration betrachten wir das folgende Problem:

—Au=f inQ, u=0 aufI'p, Vu-v=0 aufy. (4.21)

Dabei setzen wir voraus, dafl

90 =TpUTly, [pN Ty =0, meas(I'p) > 0, } (4.22)

['y ist offen beziiglich 0f2.

Wenn meas(T'y) > 0, kénnen wir als Losungsraum nicht den Raum H}(Q2) ver-
wenden, da die Losung ja nur auf einem Teil des Randes verschwindet. Wir ben6ti-
gen einen anderen Funktionenraum, ndmlich

H}(QUT ) = Vervollstiandigung von Cg°(QU Iy ) in || - || g1

Hierbei ist

CrQUTy) ={ueC>®(Q): suppu C QUI'y}

der Raum aller C'*°-Funktionen, die in einer Umgebung von I'p verschwinden,
d.h., sie erfiillen u = 0 auf T'p (siche Abbildung 4.1). Der Raum H}(Q U T'y) ist
ein Banachraum mit der Norm || - || z:. Man kann unter der Voraussetzung (4.8)

Abbildung 4.1: Beispiel einer Funktion v € C§°(2UI'y).

zeigen, dafl es einen linearen stetigen Operator yp @ H'(Q) — L*(Tp) gibt, so
daB vp(u) = ulr, fiir alle € C*(Q). In diesem Sinne ist

HY}(QUT ) ={uec H () : vp(u) = 0}.

Ist nun u € C?(Q) N CH(Q) eine klassische Losung von (4.21), so folgt fiir
NS Cgo(Q U FN) .

/fvdx:/VwVde—i-/ (Vu'z/)vds:/Vu~Vvdx,
0 Q o9 0
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da Vu-v = 0 auf I'y und v = 0 auf I'p. Wir suchen eine schwache Losung
uweV :=H}(QUTy), die die Beziehung

/Vu-Vvdx:/fvdx YveV
Q Q

erfiillt.

Satz 4.8 Es gelten (4.8) und (4.22). Ferner sei f € L*(Q). Dann existiert genau
eine schwache Lisung w € V von (4.21), und es gilt

[ul[ < Ol |22,
wober C' > 0 nur von ) abhdngt.

Beweisskizze: Zeige zuerst, dal die folgende Verallgemeinerung der Poincaré-
Ungleichung gilt: Setze (4.8) und (4.22) voraus. Dann existiert ein C, > 0, so
daB fiir alle w € V

[ull2 < CplVul| 2.

(Siehe [10] fiir einen Beweis.) Mit Hilfe dieser Ungleichung kann man zeigen, daf
die Bilinearform

a(u,v) :/VU-VU dx
Q

stetig und koerziv auf V' ist. Das Lemma von Lax-Milgram liefert nun die gewiin-
schte Losung. O

Zum Abschlufl dieses Kapitels prisentieren wir zwei Resultate iiber die Regu-
laritdat schwacher Losungen des elliptischen Problems

Lu=f in ), u=g auf 0Q, (4.23)

wobei L wie in (4.10) definiert ist. Die Idee ist, daB u umso “glatter” (oder
regulérer) ist, je “glatter” 02, f, und g sind. Genauer gilt:

Satz 4.9 (Innere Regularitét)

Es gelte (4.11) und zusitzlich seien a;; € C**H(Q) und f € H¥(Q) fir k € Ny.
Sei ferner w C Q mit @ C Q. Dann gilt fir die schwache Losung u von (4.23):
u € H2(w), und es eistiert eine Konstante C > 0 (die von w abhingt), so daf

ull mrszwy < CU M@ + 1gllm@)-
Dies bedeutet, dal 92 und g keinen Einflufl auf die Regularitit von u im
Inneren von €2 haben.

Satz 4.10 (Regularitdt bis zum Rand)

Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 4.9 und zusitzlich seien 0 € C*+2
(Definition analog zu Definition 3.7) und g € H**2(Q)). Dann erfiillt die schwache
Lisung u von (4.23) die Regularititseigenschaft u € H*T2(Q), und es existiert
eine Konstante C' > 0 (die von Q abhdngt), so dajs

lullmrre) < CU s + N9l mr2@)-
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Dieser Satz driickt die Gliattungseigenschaft elliptischer Operatoren aus: Die
Losung ist um zwei Differentiationsordnungen glatter als die rechte Seite der
Gleichung. Die Beweise von Satz 4.9 und Satz 4.10 sind umfangreich (siehe [10]
oder [6, Kap. 9]).

Ahnliche Resultate wie Satz 4.10 gelten fiir Neumann-Randwertprobleme,
nicht jedoch fiir gemischte Dirichlet-Neumann-Randwertprobleme. Im letzten Fall
kénnen wir im allgemeinen hochstens u € W24/37¢(Q) fiir alle € > 0 erwarten,
selbst bei glatten Daten.

Der Satz 4.10 beantwortet die Frage, unter welchen Bedingungen klassische
Losungen von (4.23) existieren. Sei nadmlich £ € N mit & > d/2. Unter den
Voraussetzungen von Satz 4.10 folgt fiir die schwache Losung u von (4.23): u €
H**2(Q). Die stetige Einbettung H**2(Q2) — C?(Q) impliziert dann u € C?(Q),
d.h., u ist die klassische Losung von (4.23).

Wir bemerken, dafl die Regularitdtsvoraussetzung an 0f) in Satz 4.10 nicht
erforderlich ist, wenn Q konvez ist, d.h. wenn fiir alle z,y € Q, A € [0,1] auch
Az + (1 — Ny € Q ist. Genauer gilt: Sei Q C R? (d > 1) ein beschriinktes und
konvexes Gebiet und seien

ai; € COYQ), c € L™(Q), f € H*(Q) und g € H"(Q).

Dann gelten die Folgerungen von Satz 4.10. (Fiir den Beweis siehe [6, Kap. 9.1.5].)
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5 Die Ritz-Galerkin-Methode

Seien V' ein (reeller) Hilbertraum, a : V x V' — R eine stetige Bilinearform und
F € V', In diesem Kapitel mochten wir das abstrakte Probelm

a(u,v) =Fv) YveV (5.1)

approzimativ 16sen. Die Idee ist, den (im allgemeinen unendlichdimensionalen)
Raum V' durch endlichdimensionale Unterrdume V,, C V (b > 0) zu ersetzen.
Die Ritz-Galerkin-Approzimation u, € Vj, ist definiert als Losung des diskreten
Problems

a(up,v) = F(v) Yv € V. (5.2)

Dies ist ein endlichdimensionales Problem, das wir folgendermaflen 16sen konnen.
Sei {¢1,...,on} eine Basis von Vj,. Dann ist (5.2) dquivalent zu

a(uh7¢i):F(¢i)7 Z:17aN
Mit

N
wn =) vio;
j=1

erhalten wir das lineare Gleichungssystem

Za(¢j7¢Z)U]:F(¢Z)7 2.:1’"'7N7

j=1

in den N Unbekannten vy, ..., vy. Definiere A = (A4;;) = (a(¢;, ¢:)), b = (b;) =
(F(¢:)) und v = (v;). Das Gleichungssystem lautet in Matrixform:

Av =b. (5.3)

Die Matrix A nennt man Steifigkeitsmatriz, den Vektor b Ladevektor. (Die Begriffe
rithren von Anwendugen in der linearen Elastizitéatstheorie her.)

Wenn a koerziv auf V' ist, dann auch auf Vj. Insbesondere ist das Gleichungs-
sytem (5.3) eindeutig 16sbar. Es gilt némlich fiir alle ¢ € RN und z = Y, &¢

N
§MAE =" algy, ¢1)6&; = alz,2) = Az[[3

ij=1

Wenn A¢ = 0, dann folgt also z = 0 und damit & = 0. Dies bedeutet: A ist
injektiv, also invertierbar. Wir haben bewiesen:

Lemma 5.1 Sei a koerziv auf V.. Dann ist das diskrete Problem (5.2) eindeutig
losbar in V.
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Wie gut approximiert u;, die Losung u? Eine Antwort gibt das folgende Lem-
ma.

Lemma 5.2 (Céa)

Seien V' ein Hilbertraum, a eine stetige, koerzive Bilinearform aufV und F € V'.
Seien ferner Vi, C 'V ein Unterraum, u € V die Losung von (5.1) und up, € Vj,
die Losung von (5.2). Dann gilt:

K .
lu —unlly < - inf Jlu—vllv, (5:4)

wobei K die Stetigkeitskonstante und \ die Koerzivititskonstante von a bedeuten
(siehe Definition 4.1).
Beweis: Substraktion von (5.1) und (5.2) ergibt fiir alle v € V}, :

a(u —up,v) = 0. (5.5)

Insbesondere gilt
a(u —up,v—up) =0 Yv eV,

und daher fiir v € V},

Mu—un|y < alu—up,u—up)
= a(u—up,u—v)+alu—u,v—up)
= a(u—up,u—"0)
< Kllu—unllv|u—vllv.

Fiir alle v € V), folgt
Ju = upllv < (K/A)|Ju —vllv

und damit die Behauptung. O

Wenn a zusétzlich symmetrisch ist (d.h. a(u,v) = a(v,u) fiir u,v € V), dann
definiert a(-, -) ein Skalarprodukt auf V' und V}, (denn a(u, u) = 0 impliziert u = 0
wegen der Koerzivitit). In diesem Fall hat das Lemma von Céa ein geometrische
Interpretation. Die Beziehung (5.5) bedeutet, dafl u—u;, orthogonal zu V}, ist, d.h.,
uy, ist dasjenige Element in V}, das w “am ndhesten” kommt (siche Abbildung
5.1). Dies wird gerade durch (5.4) ausgedriickt.

Um Konvergenz von u, gegen u fiir h — 0 zu erhalten, bendtigen wir (ver-
standlicherweise) eine Zusatzeigenschaft an die Rdume V},. Im Grenzwert h — 0
sollte V}, gegen V' konvergieren, und zwar im folgenden Sinne:

Korollar 5.3 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.2 und
IlziH(l) dist(u, V) =0 Yue V.
Dann folgt

lim [|u — up|y = 0.
lim f[u — up[ly = 0
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s

Abbildung 5.1: Die Approximation u, kommt u in V;, am “ndhesten”.

Beweis: Seien € > 0 und u € Vj,. Dann existiert nach Voraussetzung hy > 0, so
daB fiir alle 0 < h < hy gilt:

dist(u, V3,) == inf |Ju —v|ly < Ae/K.
veEV

Mit Lemma 5.2 folgt sofort ||u — usl|v < €. 0

Im Falle symmetrischer Bilinearformen a kénnen wir die Losung des Problems
(5.1) auch als Losung eines Minimierungsproblems interpretieren.

Lemma 5.4 FEs gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.2, und a sei symme-
trisch. Dann ist (5.1) dquivalent zu

E(u) = min E(v) (5.6)

veV
mit E(v) = a(v,v) — 2F(v), v € V.
Beweis: Sei v € V und definiere die Funktion e : R — R durch
e(t) = E(u+tv) = E(u) + 2t(a(u,v) — F(v)) + t*a(v, v).

(Hier haben wir die Symmetrie von a benutzt).
Sei nun u € V' die Losung von (5.6). Dann nimmt die Funktion e an ¢ = 0 ihr
Minimum an, d.h. €’(0) = 0. Dies impliziert a(u,v) = F(v).
Sei umgekehrt v € V' Lésung von (5.1). Dann folgt
E(u) < E(u) 4+ a(v,v) =e(1) = E(u+v).
Fiir alle w € V folgt also (mit v = w — u)
E(u) < E(w).

Also 16st u (5.6). O
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Damit konnen wir das diskrete Problem (5.2) auch so interpretieren, dafl wir
das Minimum von F nicht in V', sondern in einem “kleineren” Raum V), suchen.
Das Funktional E kann als die “Energie” des Systems interpretiert werden. Die
Gleichung (5.1) heifit Euler-Lagrange-Gleichung zu E.

Wenn wir die schwache Losung eines elliptischen Randwertproblems praktisch
16sen mochten, miissen wir also die Koeffizienten A;; = a(¢;, ¢;) berechnen und
das lineare Gleichungssystem (5.3) losen. Es ist wiinschenswert, daf

e die Berechnung von A;; moglichst einfach und
o die Matrix (A;;) moglichst schwachbesetzt ist.

Die beiden Forderungen werden durch die Finite-Elemente-Approximationen er-
fiillt. Diese Approximationen untersuchen wir im néchsten Kapitel.
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6 Finite-Elemente-Raume

Finite-Elemente-Approximationen sind durch die folgenden drei Aspekte charak-
terisiert:

e Die Menge  wird in endlich viele Teilmengen zerlegt: Q = UTeTh 7. Die
Teilmengen 7 sind zum Beispiel Dreiecke oder Rechtecke im R? oder Tetra-
eder oder Quader im R3.

e Die endlichdimensionalen Rdume V}, enthalten Funktionen, deren Einschran-
kung auf 7 € T}, (im allgemeinen) Polynome sind.

e Es gibt Basisfunktionen ¢y, ..., ¢n von V}, die einfach zu berechnen sind
und die moglichst kleine Tréager haben.

Wegen A;; = a(d;,¢:;) = 0, wenn (supp ¢;)° U (supp ¢;)° = 0, ist die Matrix
(A;;) schwachbesetzt, wenn die Tréger der Funktionen ¢; “klein” sind. Im Falle
einer symmetrischen Bilinearform a gibt es theoretisch eine einfache Moglichkeit,
die Bedingung, daf8 die Matrix (A;;) schwachbesetzt sein soll, zu erfiillen. Da in
diesem Fall a(-,-) ein Skalarprodukt auf V}, ist, kann man mittels des Orthonor-
malisierungsverfahrens von Gram-Schmidt eine orthonormale Basis konstruieren.
Die Matrix (A;;) ist dann die Einheitsmatrix. Allerdings ist die Orthonormalisie-
rung genauso aufwendig wie die Losung des linearen Gleichungssystems beziiglich
irgendeiner Basis und daher unbrauchbar.
Wir beginnen mit der Definition eines (abstrakten) Finiten Elements.

Definition 6.1 FEin Finites Element im R? (d > 1) ist ein Tripel (7, Py, ;) mit
den folgenden Figenschaften:

(1) T C R? ist abgeschlossen, 0 # ) und Ot € CO*.

(2) Py ist ein endlichdimensionaler Raum von Funktionen T — R. Wir setzen
n = dim P-.

(3) 3. besteht aus den linear unabhdngigen, stetigen linearen Funktionalen By,
..., By 1 C%(1) = R (s € Ny), die unisolvent sind, d.h., fir alle aq, ..., a,
€ R existiert ein p € Py, so dafs

Bi(p) =«a;, i=1,...,n.

Die Bedingung (6.1) impliziert die Existenz von n Funktionen py,...,p, € P,
so daf
B’L(p>:5lj7 i,jzl,...,n

(wéhle o; = 0;; in (6.1)). Die Funktionale B; heiflen die Freiheitsgrade des Finiten
Elements, und die Funktionen p; heiflen die Basisfunktionen des Finiten Elements.
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Héufig bezeichnen wir ein Finites Element einfach mit 7. Die Bedeutung der
Funktionale B; und der Funktionen p; wird am besten durch Beispiele klar. Dafiir
bendtigen wir die folgende Definition.

Definition 6.2 (1) Der Raum aller Polynome €2 — R héchstens der Ordnung
k >0 wird mit P,(SY) bezeichnet.

(2) Ein d-Simplex 7 im R ist die konveze Hiille der Punkte ay, ..., aqs1 € RY,

d.h.
d+1 d+1
T = {xERd: :L':Z)\iai, OS)\l,...,)\d+1 < 1, Z)\Zzl}’
i=1 =1
wobei die Punkte ay,...,aq.1 nicht in einer Hyperebene des R enthalten
sind.

Die Punkte a; heiflen die Eckpunkte des d-Simplex. Ein 2-Simplex ist ein
Dreieck und ein 3-Simplex ist ein Tetraeder (siche Abbildung 6.1).

a.
as 4
/\ aq a3
a1 ¢5)
a2

Abbildung 6.1: Lineare Finite Elemente im R? und R3.

Beispiel 6.3 (1) Lineare Lagrangesche Finite Elemente im R? : Sei 7 ein d-
Simplex im R? mit Eckpunkten ai, ..., aqy. Wir wihlen

P.=P(r)={p: 7— R: paffinin 7}.
Dann ist dim P, = d + 1. Als Freiheitsgrade wéahlen wir
Bi(p) = p(ay), v=1,...,d+1, peP,.
Die Basisfunktionen p; € P, sind iiber die Gleichung
p;(a;) = 6, i,j=1,...,d+1,

eindeutig definiert (sieche Abbildung 6.2). Sei d = 2 und 7 C R? das Dreieck
mit den Eckpunkten a; = (0,0), ag = (1,0) und a3 = (0,1). Dann lauten die
Basisfunktionen explizit:

pl(aj,y)=1—x—y, p?(x7y)::£7 p3(x7y):y7 (xay) S
(2) Quadratische Lagrangesche Finite Elemente im R? : Sei 7 C R? ein Dreieck
mit Eckpunkten ai, as, as und Seitenmittelpunkten a;; = £(a; +a;), i < j (siehe

Abbildung 6.3). Wahle
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graph p;

aq s

Abbildung 6.2: Graph der Basisfunktion p;.

a3
a13 23

ai ag
a2

Abbildung 6.3: Quadratisches Finites Element im R2.

Pr=Pyr)={p: 7 —R: p(a,y) = a1+ sz + agy + auzy + ase® + agy?}.

Dann ist dim P, = 6. Als Freiheitsgrade wéahlen wir wieder die Auswertungsope-
ratoren

Bz(p) = p(a’i)7 Bi+j+1(p) = p(a’lj)7 Za.] = 172737 1< .]
Die Basisfunktionen sind iiber
pj(%’) = 51 (i:1,2,37j:1,...,6),
pj(akl) = 6k+l+1,j (]C,l = 1,2,3, k < l, ] = 1, . ,6)

definiert.
Sei 7 wieder das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1). Die
Basisfunktion p, beispielsweise kann als Losung des Gleichungssystems
pQ(0,0) = Oa p2(170) = 17 p2(07 1) = Oa
p2(%70) - 07 p2(07 %) - Oa p2(%7 %) =0
berechnet werden. Das Ergebnis lautet (Ubungsaufgabe)

po(z,y) = (22 — 1), (r,y) € T.

(3) Kubische Hermitesche Finite Elemente im R?: Sei 7 € R? ein Dreieck mit
den Eckpunkten aq, as, as und ajo3 = %(al + as + a3) (siehe Abbildung 6.4). Wir
wahlen

P. = P3(7), dim P, =10,

und

Bi(p) = p(ai), Ba(p) = plai23),
Bipa(p) = (a;), Bipr(p) = L(a;), i=1,2,3.
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a3

° (123
ay a2

Abbildung 6.4: Kubisches Finites Element im R?.

Als konkretes Beispiel betrachten wir das Dreieck 7 mit den Eckpunkten (0, 0),
(1,0) und (0,1). Dann ist ajo3 = (3, 3). Wir berechnen
ps(m,y) = a1+ awr + asy + aury + asr? + agy? + arr’y + agry?

3 3
+ agx” + apyY”.
Die Koeffizienten aq, ..., a9 werden iiber die Gleichungen

p5(07 0) = p5(17 0) = p5(07 1) = p5(%7 %) = 07
22(0,0) =1, $2(1,0) = $2(0,1) = 22(0,0) = $2(1,0) = 32(0,1) = 0
bestimmt. Eine kleine Rechnung ergibt (Ubungsaufgabe):

ps(z,y) = x(1 — 3y — 2z + 3xy + 2+ 2y2), (x,y) € T.

Dies ist nur eine kleine Auswahl an moglichen Finiten Elementen, es gibt
Finite Elemente iiber Rechtecke, Quader, krummlinige Gebiete etc. (siehe [4]).

Wir nennen Finite Elemente vom Lagrangeschen Typ, wenn die Freiheitsgrade
durch die Auswertungsoperatoren an Punktwerten (wie in den Beispielen 6.3(1)
und 6.3(2)) gegeben sind. Ferner nennen wir Finite Elemente vom Hermiteschen
Typ, wenn einige Freiheitsgrade durch Auswertungsoperatoren gegeben sind, die
Richtungsableitungen enthalten (wie Beispiel 6.3(3)).

Wie wir in Beispiel 6.3 gesehen haben, erlaubt das Dreieck 7 C R? mit Eck-
punkten (0,0), (1,0) und (0, 1) relativ einfache Berechnungen. Es ist also sinnvoll,
ein beliebiges Finites Element 7 auf ein Referenzelement 7 zu transformieren, die
Berechnungen auf 7 durchzufithren und anschliefend wieder zuriickzutransformie-
ren. Seien B € R%*? eine invertierbare Matrix und b € R? ein Vektor. Definiere
die affine Abbildung

F.:7—71, F.a)=Ba+hb,

wobei 7 und 7 Finite Elemente seien. Wir nennen 7 das Referenzelement. Sind
p; die Basisfunktionen auf 7, so lauten die Basisfunktionen auf 7 = F(7) gerade
pi=pioF.

Beispiel 6.4 Sei 7 C R? ein Dreieck mit den Eckpunkten a; = (x;,;), i = 1,
und sei 7 C R? das Referenzdreieck mit den Eckpunkten e; = (0,0), e; = (
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(0,0) (1,0) a1

Abbildung 6.5: Abbildung zwischen zwei Finiten Elementen.

und ez = (0, 1). Dann ist die affine Abbildung F': 7 — 7 mit F'(e;) = a;, 1 = 1,2, 3,
gegeben durch
F(a) = (az — a1,a3 —ay)a+a;, a€ 7.

Damit die Matrix B = (ay — a1, a3 — ay) invertierbar ist, muf} natiirlich § > 0
gelten (sieche Abbildung 6.5). Wir wollen die Abhéngigkeit zwischen det B und 6
untersuchen. Mit den Abkiirzungen

u v
== (00

folgt
(det B)Q = (ul’Ug — 01UQ>2
= (uj +u3)(vf +v3) — (wv1 + ugvy)?
= [ullo = |u-vf?
= |u|2|v|2(1 — cos? 0)
= \u|2|v]28in29
und damit
| det B| = |as — aq||az — a1|sin 6.

Fiir spatere Berechnungen benétigen wir noch
|B|I> = v? +us + v} +v3 = |[uf* + |[v]* = |ag — a1]* + |as — a1 ?
und

IB7H* = (det B)*(ful* + [v]*)
(L, 1y
 \Ju2 " v]?2 ) sin?6

bzw.




Fiir die Definition der Finiten-Elemente-Réume bendtigen wir die Begriffe der
Triangulierung und der zuléssigen Triangulierung.

Definition 6.5 Sei Q C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet. Eine Partition Tj,
von ) in Teilmengen 7 C RY, 7 € Tj,, heifit Triangulierung von Q genau dann,
wenn

(1) fiir alle T € Ty, gilt: T ist abgeschlossen, O # 0 ist zusammenhdingend und
or € C%;

(2) ﬁ = UTETh T;
(3) fir alle 7,75 € Ty, gilt: 9 N 73 = 0.

Hierbei bezeichnen wir mit A den maximalen Durchmessser aller 7 € 7T},. Um
technische Schwierigkeiten bei der Formulierung zuléssiger Triangulierungen zu
vermeiden, setzen wir im folgenden voraus, daf} die Finiten Elemente Polyeder
und vom Lagrangeschen Typ sind. Wir nennen Finite Elemente, die Polyeder
sind, auch polyhedral.

Definition 6.6 Sei Q C R? (d > 1) ein offener, zusammenhingender Polyeder
und Ty, eine Triangulierung in polyhedrale Lagrangesche Finite Elemente. Dann
heifst Ty, eine zuldssige Triangulierung von €2 genau dann, wenn jede Seite aller
71 € T}, entweder die Seite eines anderen o € T, oder Teil von 0S) ist.

Im ersten Fall nennen wir 7, und 7 benachbart. Eine Seite eines Finiten Ele-
ments ist eine zusammenhingende Teilmenge einer affinen Hyperfliche des R?
mit nichtleerem Inneren (relativ zu dieser Hyperfliche). Ein Beispiel einer nicht
zuléssigen Triangulierung ist in Abbildung 6.6 gegeben. Wir schlieffen eine derar-
tige Situation aus, da wir ansonsten die Stetigkeit von stiickweise linearen (oder
quadratischen etc.) Funktionen auf diesen Mengen nicht gewéhrleisten konnen.

Abbildung 6.6: zuldssige Triangulierung (links) und nicht zuléssige Triangulierung
(rechts).

Zulassige Triangulierungen kénnen natiirlich auch fiir Finite Elemente defi-
niert werden, die keine Polyeder oder nicht vom Lagrangeschen Typ sind. Al-
lerdings ist dann die Definition einer “Seite” eines nicht-polyhedralen Finiten
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Elements komplizierter. Die Voraussetzung Lagrangescher Finiten Elemente ver-
einfacht die Formulierung der Kompatibilitdtsbedingungen in der Definition der
Finite-Elemente-Raume.

Sei dazu T}, eine zuldssige Triangulierung von ) mit polyhedralen Lagran-
geschen Finiten Elementen (7, P, %), 7 € Tj. Sei ferner N, die Menge aller
Knoten der Elemente von T}, wobei die Knoten diejenigen Punkte sind, an denen
die Auswertungsoperatoren fiir die Freiheitsgrade ausgewertet werden (also die
Ecken des d-Simplex im Falle linearer Lagrangescher Finiten Elemente oder die
Punkte a;, a;; fir 4,j = 1,2,3, ¢ < j aus Beispiel 6.3(2)). Zu gegebenem b € N},
sei T, (b) die Menge der Finiten Elemente, fiir die b ein Knoten ist. In Abbildung
6.7 ist T, (b) fiir den Fall linearer Lagrangescher Finiter Elemente dargestellt.

VAVAN
VAV

Abbildung 6.7: Zur Definition von T} (b).

Definition 6.7 Der Finite-Elemente-Raum X, ist definiert durch

X, = {v = (0)rer, € [[ Pr: Yo €Nyt V7,7 € Th(b)

TET)
By, (v) = By (v7,)}.
Im Falle Lagrangescher Finiter Elemente gilt

v, (b) = By~ (vr,) = By, (Vry) = Uy (B);

insbesondere ist eine Funktion in X} eindeutig bestimmt durch die Menge
{v(b) : be Np}.

Da X, als Teilmenge des Produktraumes HTeTh P. definiert ist, sind Elemente

v € X}, nicht notwendigerweise Funktionen, die auf Q definiert sind, denn v ist
moglicherweise auf Seiten benachbarter Finiter Elemente nicht eindeutig definiert.
In vielen Fillen (z.B. in Beispiel 6.3) stimmen jedoch die Restriktionen v|,, und
v|,, fiir jede Funktion v € X}, und alle benachbarten 71, 75 € T}, iiberein, so dafl
wir v mit einer auf Q definierten Funktion identifizieren kénnen. In diesem Fall
gilt (mit entsprechender Identifizierung):

X, = {v:Q—=R: VreT,: v, € P,und Vb € N}, :
V1,72 € Th(b) : Bb,ﬁ (U|7'1) - Bb,72<v|‘r2)}'
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Beispiel 6.8 Sei T}, eine zulissige Triangulierung von © C R? mit linearen La-
grangeschen Finiten Elementen. Ist a; ein Eckpunkt von 7 € T}, so sind die
Freiheitsgrade definert durch B; -(p) = p(a;), p € P;. Die Werte einer Funktion
v € X}, stimmen also an allen Eckpunkten iiberein. Da v stiickweise linear ist,
muf sie stetig sein. Daher gilt hier:

X,={v:Q—=R: Vre€T,: v, € P(r) und v ist stetig in Q}.

Da der Raum X}, endlichdimensional ist, besitzt er eine Basis. Wir konstruie-
ren nun eine solche Basis mit Hilfe der (lokalen) Basisfunktionen aus Definition
6.1. Sei T}, eine zuléssige Triangulierung von 2 und sei die Menge der Freiheits-
grade von X, geschrieben in der Form

Eh:{Bh,ijzl,...,N}.
Dann bilden die Funktionen ¢; € X, ¢ =1,..., N, definiert durch
Bh,](gbl):éljﬂ i?j:17"'7N7

eine Basis von X,. Wir nennen (¢4, . .., ¢n) die globalen Basisfunktionen von Xj,.
Sind die 7 € T}, lineare Lagrangesche Finite Elemente, so sind die ¢; eindeutig
definiert durch

qﬁiECO(ﬁ), VreT), Z¢i|T€P1(7'),
¢l<b]): 7R i?j:17"'7Ma

wobei die b; € N;, die Menge aller Ecken aller 7 € T}, ist.
Die “lokalen” und “globalen” Definitionen sind in Tabelle 1 gegeniibergestellt.

Globale Definition Lokale Definition
L4 ﬁ L4 (7’, P. T E‘r)

[ Xh

e Globale Basisfunktionen:
o1, ..., 0N, definiert auf Q2

e >;: Menge der Freiheitsgrade
von X,

e Eckpunkte von Q : by, ..., by

o P, ={v|;:ve X}

e Lokale Basisfunktionen:
D1, ..., Pn, definiert auf 7

e > : Menge der Freiheitsgrade
auf 7

e Eckpunkte von 7 : aq,...,a,

Tabelle 1: “Globale” und “lokale” Definitionen.

Lemma 6.9 Se: X, ein Finite-Elemente-Raum und set k = 0,1. Wenn P, C

HM(7) fiir alle 7 € T}, und X;, C C*(Q), dann X, C H**1(Q).

49




Beweis: Wir beweisen nur den Fall £ = 0. Der Beweis fiir £ = 1 ist dhnlich. Seien
u € Xy und v € C§(Q). Dann ist fiir 7 € T, ul, € P, € H(Q), und wegen
Ot € C%! kénnen wir den Divergenzsatz anwenden:

ov ov
/Quﬁxi dr = Z/T“axl dx

wobel wir definieren:

ou 0 .
o (x) = 8_.7:1(u|7)(x)’ xerT, i=1,...,d.

Das Lemma ist bewiesen. O

Abschlieend wollen wir ein Beispiel vollstéandig berechnen.

Beispiel 6.10 Betrachte das Randwertproblem
—Au=f in{, u=0 auf 00,

wobei 0 C R? ein beschriinktes, polyhedrales Gebiet und f € L?(Q) seien. Die
schwache Formulierung lautet:

a(u,v) = / Vu-Voudr = / fvdr = F(v) Yve HLHQ).
Q Q
Wir wéhlen lineare Lagrangesche Finite Elemente und

Vi = {u€ X, u=0 auf 00}
= {u:Q — R stetig: u stiickweise linear, u = 0 auf 90}
C Hy(9).

Seien (¢1, ..., ¢y) die globalen Basisfunktionen von Vj,. Dann ist

a(6y,d) = /Q Vo, -V, du

- const. : a; und a; liegen in demselben Dreieck
B 0 : sonst.

Dies bedeutet, dass unsere Forderung einer schwachbesetzten Matrix (a(¢;, ¢;))
erfiillt ist.
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AIRNIANPANE! a
4N[5\[6 i
7N8N\9
aq h a9

(a) (b)
Abbildung 6.8: (a) Zur Numerierung der Knoten. (b) Zur Definition der Ecken
des Dreiecks 7.

Wir wollen die Matrixelemente (a(¢;, ¢;)) auf einer einfachen Triangulierung
explizit ausrechnen. Betrachte eine Triangulierung in Dreiecke wie in Abbildung
6.8(a) mit kleinster Seitenlinge h > 0. Wir wihlen Q = (—1,1)? und h = 1/2.
Ist 7 ein solches Dreieck mit Eckpunkt a; wie in Abbildung 6.8(b), so lautet die
Abbildung F': 7 — 7 mit dem Standard-Referenzdreieck 7 (siehe Beispiel 6.4):

F(z,y) = h (;) VYai, Flz,y)=h" ((i) _ &1> .

Die Basisfunktionen auf 7 lauten

151(9579):1_95_97 ]52(%9):17» pA?)(I?y):y? (l'7y) E%

Damit lauten die Basisfunktionen auf 7 (mit a; = (z1,y1)):

pi(z,y) = 1—(z—mz)/h—(y—w)/h,
pz(x,y) = ({L‘—Il)/h, PS(xvy):y_yl)/h‘

Da u = 0 auf 09 ist, brauchen wir keine Basisfunktionen auf Finiten Elementen
definieren, bei denen mindestens eine Seite Teil von 0f2 ist. Die Anzahl der Frei-
heitsgrade in Q ist 9 (siehe Abbildung 6.8(a)), also (A;;) = (a(¢;, ¢i)) € R,
Um die Matrixelemente A;; zu berechnen, betrachten wir einen Ausschnitt der
Triangulierung wie in Abbildung 6.9. Da ¢; = p] in 7 € Tj,(a;), erhalten wir mit
der Numerierung wie in Abbildung 6.8(b) und Abbildung 6.9:

8
olono) = Y [ Vo ds
i=1YTi

= 2/ |Vp1|2dx+4/ |Vps|? dx

T3 T1

2 1
= 2- 3 meas(73) + 4 - 5 meas(7y)
— 4

o1



T2 T4

T1 a; 73

T6 78

T5 T7

ag

Abbildung 6.9: Zur Berechnung der Elemente der Steifigkeitsmatrix.

da meas(7;) = h?/2. Ferner ist
00 = [ Voot [ Vo9, ds

= /Vpg-Vpldx—l—/Vpl-Vpgdx

T3
= —h ?meas(ry) — h~? meas(3)
_—

a(¢i, o) = /Vps-sz dm+/ Vps - Vps dx
= 0.

Fiir alle anderen Matrixelemente gilt Ay, = 0. Daher (sieche Abbildung 6.10)

4  i=7
Aijj =14 —1 : @; und a; sind in demselben 7 enthalten und i # j
0 : sonst.

Fiir die Situation in Abbildung 6.8(a) erhalten wir

Abbildung 6.10: Fiinf-Punkte-Stern des Laplace-Operators.
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4 -1 0 -1 0 0 0 0 0
-1 4 -1 0-1 0 0 0 0

0 -1 4 0 0-1 0 0 0

-1 0 0 4 -1 0-1 0 0

A= (Ay) 0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1

0 0 0 -1 0 0 4 -1 0

0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1

0 0 0 0 0 -1 0 -1 4

Bei Neumann-Randbedingungen mufl man die Basisfunktionen auch auf den
Eckpunkten a € 0f) definieren. In der in Abbildung 6.8(a) dargestellten Situation
erhielten wir dann 25 Freiheitsgrade, d.h. (4;;) € R**%.

Wir miissen also das lineare Gleichungssytem

Az =10

16sen, wobei z € R und b = (b;) € R mit

bi == F(¢:) = /Qf¢z d.

Im allgemeinen miissen die Integrale in b; mit einer Integrationsformel approxi-
mativ berechnet werden. Wir betrachten hier das einfache Beispiel f = 1 in €.
Dann ist (siche Abbildung 6.9)

T3 T1
h rh—y T h ph—y
Y T
= 2// (1————>dxdy+4// — dx dy
0 Jo h h 0 Jo h

1 1
= 2. h%+4.--}h2

6 * 6
— 12

Das obige Beispiel 16sen wir mit Hilfe des Programms Matlab (wir verwenden
die Version 6). In Matlab kann man elliptische Differentialgleichungen der Form

—div(c(z,y)Vu) + a(z,y)u = f(z,y) in Q, u=0 auf 09,
16sen, wobei 2 C R? ist. In unserem Fall ist also
c=1, a=0, f=1 inQ=(-1,1)%

Das Matlab-Programm, mit dem das diskrete Randwertproblem gelost werden
kann, lautet wie folgt:
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c=1; a=0; f=1;
n=4; N=(n-1)A2;
[p,e,t]=poimesh(’squareg’,n);
[K,F,B,ud]=assempde(’squarebl’,p,e,t,c,a,f);
pdemesh(p,e,t);
for i=1:N

for j=1:N

fprintf (‘%3.0f ’, K(j,1));
end
fprintf(‘\n’);

O 00 NO O W N -

= e
= O -

. end
: ul=K\F
. u2=Bxul+ud

=
w N

Ruft man dieses Programm auf (wir nennen es stiffness), so erhalten wir
die Abbildung 6.11 und die folgenden Zeilen:

0.6 1

0.4 1

0.2 i

-1 L L L L L I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 6.11: Gitter fiir das diskrete Problem.

>> stiffness
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ul

0.1719
0.2187
0.1719
0.2187
0.2812
0.2187
0.1719
0.2187
0.1719

u2 =

.1719
0.2187
0.1719

O O O O O O O

0.2187
0.2812
0.2187

0.1719
0.2187
0.1719
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O O O O O

Um das Matlab-Programm besser zu verstehen, geben wir hier einige Erlaute-
rungen:

Zeile 1: definiert die Variablen fiir die Differentialgleichung.

Zeile 2: Das Gebiet wird in 2n? Dreiecke unterteilt. Die Steifigkeitsmatrix
ist (nach Elimination der Dirichlet-Randbedingungen) von der
Dimension NxN.

Zeile 3: p, e und t sind Variablen, die Matlab zur Erzeugung des Gitters
bendtigt. Der Befehl poimesh erzeugt ein gleichméfiges Gitter
auf dem vordefinierten Quadrat (—1,1)?, dessen Daten in der
Datei squareg gespeichert sind.

Zeile 4: Der Befehl assempde erzeugt die Steifigkeitsmatrix K und den
Vektor der rechten Seite F. Die Variablen B und ud enthalten
die Informationen iiber die Randbedingungen, die mittels der
vordefinierten Datei squarebl iibergeben werden.

Zeile 5: pdemesh zeichnet das gleichméfiige Gitter (siehe Abbildung
6.11).

Zeilen 6-11: Die Steifigkeitsmatrix K wird mittels fprintf ausgedruckt. Nach
jeder Matrixzeile kommt ein Zeilenumbruch mit fprintf (‘\n’).

Zeile 12: ul ist die Losung des Gleichungssystems K u1=F und ist eine NxN-
Matrix, die zeilenweise ausgedruckt wird.

Zeile 13: u2 ist die gesuchte Approximation der elliptischen Differential-
gleichung. Es ist eine nxn-Matrix, die ebenfalls zeilenweise aus-
gegeben wird.
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7 Fehlerabschiitzung in H'(Q)

In Kapitel 5 haben wir gezeigt, dal die Differenz der Losung des Problems

a(u,v) = F(v) YveV (7.1)
und der Losung u, € V, C V des diskreten Problems
a(up,v) = F(v) Yv eV, (7.2)

unter gewissen Voraussetzungen durch die Abschétzung

_ < i _
Ju = unlly < C inf llu=oly

gegeben ist (Lemma 5.2). In diesem Kapitel wollen wir zeigen, daf fiir lineare
Finite Elemente
|lu—uplly — 0 fir h — 0

gilt, und wir wollen die Konvergenzgeschwindigkeit (d.h. die Konvergenzordnung)
bestimmen. Die Idee des Konvergenzbeweises ist wie folgt. Seien X} der Finite-
Elemente-Raum zu linearen Lagrangeschen Finiten Elementen mit Eckpunkten
ai,...,ay, Vo = Xp NV und (¢1,...,¢nN) eine Basis von V. Wir wihlen in der
obigen Ungleichung ein spezielles v € V},, ndmlich

N

Myu = Zu(ai)@ € V.

=1
Dann ist
|u —unlly < Cllu—Hyully,

und es geniigt, die Giite der Approximation von u durch II,u zu untersuchen.
Wir definieren etwas allgemeiner:

Definition 7.1 Sei X, ein Finite-Elemente-Raum mit Freiheitsgraden By, . . .,
Byx. Wir nennen

N
M= Biv)¢, veCQ),
=1

mit s € Ny die Interpolierende von v. Hierbei ist s > 0 so, daf$ die Werte B;(v)
definiert sind.

Als Freiheitsgrade wahlen wir im allgemeinen

0
Bi(v) =wv(b;) oder B;(v) = —U(b,) etc.,
6:61
wobei by, ...,by die Knoten der Finiten Elemente sind. Im ersten Fall ist s = 0,

im zweiten s = 1. Wenn s = 0, nennen wir I, die lineare Interpolierende.

Fiir die Abschéitzung von ||u — II,u||y transformieren wir auf ein Referenzele-
ment, schitzen dort ab und transformieren wieder auf das urspriingliche Finite
Element. Dazu benétigen wir mehrere Lemmata.
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Definition 7.2 Seien Q C R? (d > 1) offen, m € Ny, 1 < p < co. Wir nennen

1/p
fulwes i= (30 ID%ul,) S we W),

|a|=m
die Halbnorm von u.
Definition 7.3 Seien Q, Q C RY (d > 1) beschrinkte Gebiete mit 92, 9 € COL.
Wir nennen Q und Q) affin dquivalent genau dann, wenn es eine invertierbare

Abbildung X
F: Q—-Q, F@)=Bzt+b

mit B € R™4 b e R? gibt.

Lemma 7.4 Seien Q, Q C R¢ (d > 1) zwei affin dquivalente Gebiete, m € Ny,

~

1 <p<oo, undu e WmP(Q). Dann gilt 4 =uwo F € W™P(Q) und es existiert
eine von u unabhdngige Konstante C7 > 0, so daf

|ﬁ|Wm,p S C’1||B||m|detB|_1/p|u|Wm,p,
lulyms < Cyl|B7H|™| det BIYP|i]yyms.

In diesem Lemma ist || B|| die euklidische Matrixnorm von B = (B;;) € R¥*?,
d.h.
d L\ 1/2
IBI=(>B2)

ij=1

Sei | - | die euklidische Norm in R?. Dann ist || - || mit | - | vertriiglich, d.h., es gilt
fiir alle £ € RY :

[BEl<|IBIlfg]  und  |&7B] < [|B] [¢]. (7.3)
Beweis: Seien zunichst p < oo und u € C*(Q). Dann gilt fiir z = F(3) € Q
Vi(z) = V(uo F)(&) = Vu(x)F'(Z) = Vu(z)B.
Wir betrachten nun die folgende Ungleichungskette:

d 1/p d d 1/p
(Z@’) §Zai§d1_1/p<2af> Yai,...,aq >0, p>1. (7.4)
1 i=1 1

i= i=

(Die erste Ungleichung folgt aus der Jensenschen Ungleichung, die zweite aus der
Holderschen Ungleichung.) Dies impliziert fiir p > 2

d 1/p d 1/p d 1/2
(E;a?) =(Z;<a?>p/2) <(Xa)

1= 1= =1
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und fir 1 <p <2

d y d d
<Zaf) ngai gdlfl/Z(Zaf)

i=1 i=1 i=1 i=1

insgesamt also fiir p > 1

Analog ist

Daher ist wegen (7.3)

(S iva@r)” < avit)

lal=1
< d|B| [Vu(@)
1/p
< @B Y ID"u@))
la|=1

Integration iiber 2 und Anwendung des Transformationssatzes liefert

R o AN\1/p
by = (X [ D@ di)

lal=1

_ 1/p
EIBI( X [ 1ruta) [dee 5 o)

lof=1

IN

= Ci|| B | det B_lll/p‘u|W1’P(Q)

mit ¢ = d2. Daher & € W'?(Q). Die Ungleichung fiir u € W'?(Q) folgt aus
einem Dichtheitsargument (siehe Satz 3.9(1)). Der Beweis fiir m > 1 geht analog,
ebenso die zweite Ungleichung. Da die Konstante C} nicht von p abhingt, kann

man
lull 2@y = lim ull o)

verwenden, um die Aussage des Satzes fiir p = co zu erhalten.

Wir schétzen nun ||B]| und |det B| ab (siehe auch Beispiel 6.4).
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Lemma 7.5 Seien Q und Q affin dquivalent, h = diam(2), h = diam(Q) und

p = sup{diam(K): K C Q Kugel},
p = sup{diam(K): K C Q Kugel}.

Dann gilt
Q
[ det B = (@) (7.5)
meas({2)
IBI < h/p, B < h/p. (7.6)

Abbildung 7.1: Illustration fiir den Beweis von Lemma 7.5.

Beweis: Die Aussage (7.5) folgt aus der Tatsache, daf [ det B| die Volumenéinde-
rung von 2 mift. Fiir den Beweis von (7.6) bemerken wir, daf§

IBI[ = sup | BE|
jel=1

gilt. Sei also § € R? mit |£| = 1. Definiere # = p¢. Nach Definition von p existieren
7,2 € (2)” mit § — 2 = Z (siche Abbildung 7.1). Daher gilt

|Bi| = [F(g) — F(2)] < h,
denn h = diam(2) = sup{|z —y| : x,y € Q}, und es folgt
|BE| = |B|/p < h/p
und ||B]| < h/p. Die andere Ungleichung kann analog gezeigt werden. O

Lemma 7.6 Sei Q C R? (d > 1) offen, seien m € Ny und a, € R fiir |a| < m,
a € Nd. Dann existiert genau ein Polynom p € P,,(2) mit

/ D% dx = a, V]a| < m. (7.7)
Q

60



Beweis: Seien p(x) = 7 5<,, bgr” und a = (a,), b = (bg). Dann ist (7.7) genau
dann erfiillt, wenn das lineare Gleichungssystem

Mb=aq

M = (Map), Mag:/DaxB de,  |al,|8] < m,
(9]

l6sbar ist. Angenommen, die Matrix M ist nicht invertierbar. Dann gibt es eine
Losung g € P,,(2) des homogenen Systems M¢q = 0 mit g # 0 und ¢ ist von der
Ordnung m. Dies bedeutet

/Daq de =0 Vol <m.
Q

Da g von der Ordnung m ist, existiert ein a mit |a| = m, so dafl D%q = const. # 0;
Widerspruch. O

Das folgende Lemma ist eine Konsequenz des Satzes 4.7 von Bramble-Hilbert.

Lemma 7.7 Seien m,k € Ng mit m < k und 1 < p < oo. Dann existiert eine
Konstante Cy > 0, so dap fiir alle u € W5P(Q) mit der Eigenschaft

/Do‘u dr=0 Vo] <k—1 (7.8)
Q

qgilt:
HUHWW(Q) < C2|U|kap(a)-

Fir £ = m = 1 liefert dieses Lemma eine Verallgemeinerung der Poincaré-
Ungleichung: Fiir alle v € W'?(Q) mit [,udz = 0 folgt ||lulzr < |Jullwrr <
CQ|Vu|Lp.

Beweis: Wir beweisen das Lemma nur fiir p < oo (der Fall p = co geht &hnlich).
Definiere die Halbnormen

o (u) = / Dwdz, |af<k-—1,
Q
fiir beliebige u € W*P(£)). Wegen
o] < [ 1D%u]dz < v < Clulhyes
sind die Funktionale i, stetig. Hier und im folgenden bezeichnet C' > 0 eine
generische Konstante, deren Wert sich von Auftreten zu Auftreten &ndern kann.

Ist p € Pp_1(2) gegeben mit p,(p) = 0 fur alle |a] < k — 1, so folgt sofort
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p = 0. Wir kénnen also den Satz 4.7 von Bramble-Hilbert anwenden. Es folgt die
Existenz einer Konstanten Cy > 0, so daf fiir alle u € W"?(Q)

1/p
lullwns < lullwrs < Co(lulfye, + 3 palwy) ™
o] <k—1

Ist nun v € W*P(Q) mit der Eigenschaft (7.8) gegeben, so folgt p,(u) = 0 und
daher

[ullwmae@) < Calulwrrq),
also die Behauptung. O

Wir wollen nun v — II,u auf einem Finiten Element 7 abschétzen. Seien
(1, P.,%,) und (7, P,,3,) zwei affin dquivalente Finite Elemente mit Freiheits-
graden By,..., B, bzw. 31, cee B,, und Basisfunktionen p1,---,Pn € Pr bzw.
DLy Pn € P.. (Genauer gesagt, seien (7, P,, %) und (7, P;,¥,) zwei Finite
Elemente, so daf§ 7 und 7 affin dquivalent sind.) Es gelte P, C C*(7) mit s > 0.
Die Interpolierende auf 7 ist (siche Definition 7.1)

Myu(z ZB (x) firue C(7), zeT.

Wir bemerken, dafl die Interpoherende die Eigenschaft
Iyp=p Vpe P (7.9)
besitzt, denn fiir p = 37| a;p; € P, folgt aus Bi(p;) = di; :

th Z B Z aj pj pz Z azpz )

i,j=1

Der transformierte Interpolationsoperator auf 7 stimmt mit dem natiirlichen
Interpolationsoperator

Hhu—ZB i, @€ C(7),

iiberein, und es gilt I,i(2) = Hyu(x) fir @ = uo F. Die Freiheitsgrade sind
gegeben durch B;(u) = B;(u) und die Basisfunktionen sind p; = p; o F, denn

Bi(p;) = Bi(p;) = &y
Daher

() = ZBi<u)p (F(2))

= > Bwp@)
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Lemma 7.8 Seien (1, P.,%;) und (7, Py, ﬁ)T) zwei affin dquivalente Finite Ele-
mente mit

h, =diam(r) wund p, =sup{diam(K): K C 7 Kugel}.
Seien m,k,s € Ng, m < k und 1 < p,q < 00, so dafs

WHEP(7) = C(7), WHP(7) = W™I(7), Po_1(7) C Py C C*(7) N W™I(7).
(7.10)
Dann ezistiert eine Konstante Cs > 0, so daf fiir alle u € WkP(7) gilt:

hk
|t — Tyulwma(r < Csom meas(7)" " Py -

Die Konstante C'3 héngt natiirlich von 7, aber nicht von 7 ab. Die obigen Ein-
bettungen gelten, wenn k—d/p > s und k—d/p > m —d/q (siehe Satz 3.11). Die
Riume W*P(7) bzw. W*P (1) bedeuten streng genommen W*?(70) bzw. WP (%)
(die Finiten Elemente 7 bzw. 7 sind ja geméfl Definition abgeschlossene Mengen).

Beweis: 1. Schritt: Sei w € W*P(7) mit @& = u o F. Dann implizieren die Einbet-
tungen (7.10) II,u € P, C W™9(7) und

n

Myillwma < > [Bi(@)] |pillwms
=1
n

IN

> cilldllosy Ipillwna

=1
Cllallcsz)

Cllallwer,

IN

wobei C' = 2, ¢; ||psllwmea.
Sei nun p € Pr1(7) C Pr. Nach (7.9) gilt dann IT;p = p. Wir erhalten mit
obiger Abschétzung fiir 114 und den Einbettungen (7.10)

i — Mpi|wma = |64 p— u(a+ p)|wma

%+ pllwma + [[TTn (@ + p)[[wm.a
1@+ pllwma + Cli + pllwes
Cllu+ pllwes.

IA NN

Nach Lemma 7.6 existiert ein p € P,_1(7) zu a, = ff D4 dx, so dafl

/Da(ﬁ+]3) dr =0 Va|<k-1.
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Daher kénnen wir Lemma 7.7 anwenden und erhalten
[+ pllwer < Coltt + plwrs = Coltt|wro.
Mit obiger Abschétzung ergibt sich
i — Ty iifwons < Clilyes.
2. Schritt: Mit den Lemmata 7.4 und 7.5 folgt

Cy||B7H|™| det B|Y9|i — T yym.a
ClIB~™| det B it|yv.s
CIB~™|IBII*| det B[YT~ P [ufyw.s
hmhE meas (7)Yt
py Pk meas(7)!/a=1/p
k

h
C3— meas (7)Y 7YP |l .
T

]u — Hhu|Wm,q

IA A CIA

IA

|| yyrp

IN

Das Lemma ist bewiesen. O

Betrachte das Dreieck 7 im R? wie in Beispiel 6.4. In diesem Beispiel haben
wir gezeigt, dafl || B~!|| — oo fiir Innenwinkel § — 0 gilt. Nach obigem Beweis ist
aber fiir p=¢qg =2

[u = Myul g < G| BT | Bl

d.h., die Konstante C:||B~!|™||B||* wiichst iiber alle Grenzen fiir § — 0. In
diesem Fall geht auch der Radius des maximalen Innenkreises im Dreieck ge-
gen Null. Dies bedeutet, dal die Abschétzung unbrauchbar wird. Wir miissen
also ausschlieflen, daf fiir die Elemente einer Familie von Triangulierungen die
Innenwinkel oder der maximale Innenkreisdurchmesser gegen Null gehen. Dies
motiviert die folgende Definition:

Definition 7.9 Fine Familie von Triangulierungen (Ty)n>o heifit regulér genau
dann, wenn es ein o > 0 gibt, so daf$ fir alle T € ;- Th

h
T <o (7.11)

pr
gilt, und wenn
h = maxh, — 0.
7T

Man kann zeigen, daf fiir Dreiecks-Finite-Elemente (7.11) dquivalent zu Zld-
mals Bedingung ist: Es existiert ein ag > 0, so daB fiir alle 7 € |, T3 gilt:

ar > ap > 0,
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wobel a, der kleinste Winkel in 7 ist.

Wir setzen voraus:

Sei (Ty,) eine Familie zuldssiger, reguldrer Triangulierungen eines
beschriinkten polyhedralen Gebietes 2 C R? (d > 1) mit Finiten
Elementen (7, Pr,%.), 7 € |~ Th, die affin dquivalent zu einem

einzigen Referenz-Finite-Element (7, P,,3,) sind.

Das Referenzelement (7, P, 3.) erfiille die Inklusionen

WhP(7) — C*(7), W (7) —

— Wma(7),

Py (T )CP C C* ()N Wm™a(T),
wobei m,k,s € Ng, m <k, 1 <p,q < o0.

Wir beweisen nun:

Satz 7.10 Es gelten die Voraussetzungen (7.12)-(7.13) und p < q. Dann existiert

eine Konstante Cy > 0, so daf fiir alle u € WkP(Q) gilt:

||U — HhUHWm,q(Q) S C4hk_m+d(1/q_1/p)|u|wk P

Beweis: Sei h > 0 und Q = UTGT 7. Die zweite Einbettung in Voraussetzung
(7.13) impliziert k —m +d(1/q — 1/p) > 0. Nach Voraussetzung ist (7},) regulér,

d.h. p-! < oh'. Lemma 7.8 impliziert daher fiir 0 <1 < m :

1/q
|U — HhU|Wl,q(Q) = < Z |U — Hhu|(1]/vl,q(7_))

T€TH
1/q
< C;;a’( Z patk=D-+d(1=a/p) |u|Wkp )>
TETH
1/q
< C3O_lhkfl+d(1/q71/p)< Z |U|%Vk " ))

IN

_ Cgalhk—ﬂrd(l/q—l/p)

TET)

Cso Lpk—l+d(1/q=1/p) (Z |u|Wkp )l/p

TET),

‘U|W’W(Q)a

wobei wir meas(7) < ch?, (7.4) und p < g verwendet haben. Folglich ist

m 1/q
[u —pullwma@) = <Z u— Hh“’%vz,q>
=0

IN

IN

C4hkfm+d(1/q*1/p)

1/q
O hk: m+d(1/q—1/p) (Z O,ql|u|Wkp>

=0

|U|Wk’P7
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wobei Cy = Cj (z;io Uql)l/q und wir A < 1 vorausgesetzt haben (diese Ein-
schrankung ist ohne Belang, da wir uns fiir h — 0 interessieren). O

Beispiel 7.11 Wir konkretisieren die Voraussetzungen (7.12)-(7.13) fiir lineare
Lagrangesche Finite Elemente. Fiir diese Elemente gilt offenbar

Pi(7) C P, c C°(7),

d.h. £ = 2 und s = 0. Um die Berechnungen zu vereinfachen, setzen wir p = ¢ = 2.
Dann sind die Einbettungen in (7.13) genau dann erfiillt, wenn 2 — d/2 > 0 und
2—d/2 > m —d/2 gilt. Dies ist dquivalent zu d < 3 und m < 2. Da auBerdem
P, C H™(7) gelten soll, miissen wir insgesamt

d<3 und m<l1
fordern. Dann gilt nach Satz 7.10 fiir alle u € H*(Q)
Hu — HhuHHm(Q) § C4h27m’u‘H2(Q). (7.14)

Wir kénnen nun eine Fehlerabschéitzung fiir u — u; in H'(Q2) beweisen. Sei
dazu uw € V C H'(Q) die Losung des Problems

a(u,v) =Fv) YveV (7.15)

mit stetiger koerziver Bilinearform a auf V und F € V’. Ferner sei u;, € V), =
Xp, NV (mit Finite-Elemente-Raum X},) die Losung des diskreten Problems

a(up,v) = F(v) Yv €V, (7.16)

Satz 7.12 FEs gelte (7.12) mit linearen Lagrangeschen Finiten Elementen, d < 3,
und es seien u,up wie oben. Dann gilt

|lu—up||gr — 0 fir h — 0.

Beweis: Sei € > 0 und definiere Z = H*(Q)NV. Da Z dicht in V ist, existiert ein
w € Z mit ||ju —wl||y < e/2. Nach Satz 7.10 gilt auBlerdem (siehe (7.14))

|w —w|y < Chlw|ye.
Also existiert ein hg = hg(e) > 0, so daf fiir alle 0 < h < hy
|lw —w|y <e/2.
Dies impliziert
lu = pully < [lu—wlly + lw —Thwly <e

und damit
= unlly < inf flu— olly < flu— Myl <e.
veVy

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. |

Wir erhalten eine prézise Fehlerabschétzung fiir ||u — uyl|yv, wenn die Losung
u regulér ist.
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Satz 7.13 Es gelten (7.12) und (7.13) mit m =1, k > 1 und p = q = 2. Seien
u, uy, wie oben. Ferner gelte uw € H*(QY). Dann existiert eine Konstante C > 0, so

dafs fir alle h > 0 gilt
Beweis: Nach dem Lemma 5.2 von Céa und Satz 7.10 folgt

= unlls < inf flu = ol < Jlu = Myl < CH*ulngo

und damit die Behauptung. |

Die Aussage von Satz 7.14 ist, dal die Fehlerabschitzung von der Ordnung
k — 1 ist, sofern Finite Elemente verwendet werden, fiir die (unter anderen) gilt:
Py_1(7) € P, € C%(7). Im Falle linearer Finite Elemente mit k¥ = 2 und s = 0
erhalten wir eine Abschétzung der Ordnung eins. Allerdings gilt dies nur, wenn
u € H*(Q). Unter welchen Voraussetzungen gilt das?

Die Regularititseigenschaft von u hangt von dem konkreten Randwertproblem
ab. Betrachte etwa

Lu=f in Q, u=0 auf 0,

wobei L ein allgemeiner elliptischer Differentialoperator wie in (4.10) sei. Sind
die Koeffizienten von L “glatt” genug (C(Q) geniigt), 9Q € C? und f € L?(Q),
so gilt nach Satz 4.10 u € H*(2). Die Voraussetzung 092 € C? schlieit allerdings
polyhedrale Gebiete aus, fiir die nur 9Q € C%! gilt! Nach der Bemerkung nach
Satz 4.10 kann diese Voraussetzung durch konvezxe €2 ersetzt werden.

Kann man bessere Konvergenzordnungen fiir ||u—uy||y (d.-h. O(h*) mit o > 1)
erhalten, wenn die Losung u regulér ist? Sofern man /lineare Finite Elemente
verwendet, lautet die Antwort: nein. Fiir Finite Elemente hoherer Ordnung (z.b.
quadratisch, kubisch; siehe Kapitel 6) und geniigend reguléres u ist dies dagegen
nach Satz 7.10 moglich.
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8 Fehlerabschiitzung in L*(Q) und L*(Q)

Es sei eine Finite-Elemente-Diskretisierung eines elliptischen Randwertproblems
mit linearen Lagrangeschen Elementen gegeben, d.h., es gelte (7.12)-(7.13) mit
k=2 m<1,s=0,p=¢g=2undd < 3,und es sei w € V C H'(Q) die
Losung von (7.15) und uy;, € Vj, die Losung von (7.16). Nach Satz 7.10 gilt fiir die
Differenz der Losung v und deren linearer Interpolierenden

”U — HhU||L2 S C4h2’U|H2,
sofern u € H%(Q) ist. Man konnte nun vermuten, dafi dann der L?-Fehler durch
u — uplle < Ch?|u|g2

gegeben ist. Dies folgt nicht aus dem Lemma von Céa, da dort in der H'-Norm
abgeschitzt wird. Fiir den Beweis der Fehlerabschiitzung in L? bendtigen wir die
Existenz und Regularitdt der Losung eines adjungierten Problems.

Definition 8.1 Sei a eine Bilinearform aufV, F € V' und
a*(u,v) :=alv,u), u,veV.

Dann heifst
a*(u,v) =Fv) YveV (8.1)

das zu (7.15) adjungierte Problem.
Wenn die Bilinearform a symmetrisch ist, gilt natiirlich a* = a.

Satz 8.2 Es gelte (7.12) mit linearen Lagrangeschen Finiten Elementen, d < 3,
und es seien u,u;, wie oben. Ferner setzen wir voraus, daff F € L*(Q) und dafs
das Problem (8.1) eine Lésung u* € H*(Q) NV mit

[ w2 < C7[| [ 2
besitzt. Dann existiert eine von u und h unabhdngige Konstante Cs > 0, so dafs
lu — up| 2 < Csh?|ulge.
Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit des adjungierten Problems folgt aus dem
Lemma 4.2 von Lax-Milgram, da a* wegen a*(u,u) = a(u,u) > Mul|? fiir alle
u € V koerziv ist. Sei u* die Losung von (8.1). Nach Voraussetzung gilt u* €

H?(Q), und wir kénnen Satz 7.10 auf u* anwenden:

vEV
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Subtraktion von (7.15) und (7.16) ergibt
a(u —up,v) =0 Yo e V. (8.3)
Der Rest des Beweises basiert auf der Charakterisierung

||u_uh||L2: sup |(f7u_uh>L2|> (84)
£l 2=1

die man folgendermaflen einsieht: Einerseits gilt nach der Ungleichung von Cau-
chy-Schwarz

sup |(f,u —un)p2| < sup |[flle2flu = unllze = llu = unll L2,
141l 2=1 11l 2=1

andererseits folgt fir fo = (u— up)/||u — upl| L2

sup |(f,u —wn)r2| > [(fo,u — wn) 2| = [Ju — up|| 2.
1l 2=1

Fiir alle v € V}, gilt, wegen F(v) = (F,v)z2 und (8.3),

((Fyu—up)p2| = fa™(u", u = up)]
|au — up, u”)]
= |a(u — up, u* —v)|

< Klu —wpllv|u* — vy

Wir nehmen das Infimum iiber alle v € V}, und erhalten aus (8.2)
|(Fyu —up)r2| < Klu—uglly inf ||u* — vy
veEV)

< YO K||F e |lw — |-

Schlieflich verwenden wir (8.4) und Satz 7.10:

lu—unllre < CiC"Kh sup ||F||z2llu — unl/m
IFll2=1

< C;C*Kh*|u|ge.
Die Behauptung des Satzes folgt mit Cs = C?C*K. O

Wir wollen noch v — u;, in der L*°-Norm abschétzen. Dafiir benotigen wir
ebenfalls eine zusétzliche Voraussetzung.

Definition 8.3 (1) Eine Familie von Triangulierungen (Ty)n>o erfillt die in-
verse Bedingung genau dann, wenn es ein v > 0 gibt, so dafl
h

h—TSI/ \V/TGUTh

h>0

gilt, wobei h, = diam(7) und h = max{h, : 7 € U0 Th}-
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(2) Eine Familie von Triangulierungen (Ty,)no heifit quasi-uniform genau dann,
wenn sie requldr ist (siehe Definition 7.9) und die inverse Bedingung erfiillt.

Wiéhrend in regulidren Triangulierungen die Elemente nicht zu “schmall” wer-
den konnen (im Sinne einer unteren Schranke fiir den kleinsten Innenwinkel aller
Finiten Elemente), verhindert die inverse Bedingung, dafl die Gréfie der Elemente
(im Sinne des Durchmessers) zu unterschiedlich ist. Die in Abbildung 8.1 darge-
stellten Triangulierungen sind zuléssig, erfiillen aber nicht die inverse Bedingung
(wenn man sie sich unendlich fortgesetzt denkt).

Abbildung 8.1: Zur inversen Bedingung.

Satz 8.4 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 8.2 mit dem Zusatz, dafs die
Triangulierungen die inverse Bedingung erfiillen. Dann existiert eine von u und
h unabhdngige Konstante Cg > 0, so dafs

Hu — UhHLoo S CﬁhZid/Q"UJHQ.
Beweis: 1. Schritt: Wir zeigen zuerst die inverse Abschditzung
|v||pe < ch*d/2||v||Lz Yo € X, (8.5)

Sei v € X und v =vo F auf 7 € T},. Da X}, ein endlichdimensionaler Raum ist,
sind alle Normen auf X, d4quivalent, und es folgt mit Lemma 7.4 und (7.5):

[ollzeery = N10llzeees)
< G|l 225
< C}|detB|_1/2||U||L2(T)
< CehP(|v] g2 ey,

Die inverse Bedingung impliziert h-! < vh~! und daher

2 _ 2
HUHLOO(Q) = IT%%HUHLOC(T)

IN

Cvth max[[v 72

C2vih Z [

TET)

IN

= Czhid”“”é(g)a
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wobei ¢ = C;v%2. Dies beweist (8.5).
2. Schritt: Wir wenden Satz 7.10 auf k =2, m =0,g=o00,p=2und s =0
an. Wegen d < 3 ist (7.13) erfiillt. Wir erhalten

”U — HhUHLoo S C4h2_d/2’U‘H2.

Daher folgt mit (8.5) und Satz 8.2

lu—wnllLe < |Ju—pullpe + [Jup — pul| e
< OWh® ) o + ch™ 2|y, — Thul| L2
< C’4h2_d/2|u|H2 + ch_d/2(||uh —u|rz + ||u — Hpu|L2)
S C'4h27d/2|u|H2 + Ch2id/2(05 + C4)|U|H2
< C@hQ_d/2|'LL‘H2.
Der Satz ist bewiesen. O

Die Sétze 8.2 und 8.4 gelten auch fiir allgemeine Finite Elemente, die (7.12)
und (7.13) erfiillen.

Satz 8.5 Es gelten (7.12) und (7.138), d < 3 und uw € H*(Q), k > 2. Ferner habe
das Problem (8.1) fiir jedes F € L*(Q)) eine Lisung u* € H*(Q) NV mat

[ || 2 < CF{|F[ 2
Dann existiert eine von u und h unabhdngige Konstante C' > 0, so dafs

llw — upl|z2 < Csh*|u|gr.

Beweis: Analog zu Satz 8.2 (Ubungsaufgabe).

Satz 8.6 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 8.5, und die Triangulierungen
erfiillen die inverse Bedingung. Dann existiert eine u und h unabhdngige Kon-
stante C' > 0, so dafs

| — up|| e < Coh*=2|u) .

Beweis: Analog zu Satz 8.4 (Ubungsaufgabe).

Beispiel 8.7 Wir berechnen den L*>-Fehler der Finite-Elemente-Diskretisierung
von

—Au=f inQ=(-1,172 u=0 auf 00,

mit linearen Lagrange-Elementen, wobei
f(z,y) = 2n?sin(wz) sin(wy), (z,y) € Q.
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Wir verwenden unstrukturierte Gitter (d.h. keine Triangulierungen mit regelméafi-
gen Dreiecken) mit verschiedenen h > 0. Die exakte Losung des kontinuierlichen
Problems lautet

u(x,y) = sin(wx) sin(wy), (z,y) € Q.

Seien wu, bzw. ug die Losungen der diskreten Probleme zu den entsprechenden
Triangulierungen mit h > 0 bzw. k£ > 0. Nehmen wir die Relationen

en = |lu—upllp= = Ch®, e :=|u—u|p = Ck®

an (C hangt nur von f und € ab), so kénnen wir durch Elimination von C' und
Logarithmierung o berechnen:
|lu — up| L= h

=oln—

In ———
[l — ]| e k

oder
Inep, —Iney

~ Inh—Ink’
Zur Losung des obigen Problems verwenden wir die PDE-Toolbox der Software
Matlab. Das entsprechende Matlab-Programm lautet wie folgt:

1: fprintf (’Computes LAinfty error for Poisson equation \n\n’)

2: fprintf(’ -div grad u = f in square, u = 0 on boundary \n\n’)

3: fprintf("with f(x,y)=2piA2 sin(x pi)sin(y pi) in non-uniform
mesh \n\n’)

4

5: % Problem definition

6: g=’squareg’; % the square

7: b=’squarebl’; % O on the boundary
8
9

c=1;
: a=0;
10: £=’(2*piA2) .*sin(x.*pi) .*sin(y.*pi)’;
11:
12: % definition of maximal mesh sizes

13: h(1)=0.4; h(2)=0.3; h(3)=0.25; h(4)=0.2; h(5)=0.15; h(6)=0.1;

15: % computation of solution and of error

16: fprintf(’Computes with hmax = %f ...\n’, h(1));

17: [p,e,t]=initmesh(g, ’hmax’,h(1));

18: pdemesh(p,e,t);

19: u=assempde(b,p,e,t,c,a,f);

20: exact=(sin(p(1,:) .*pi).*sin(p(2,:) .*pi))’;

21: error(l)=max(u-exact);

22: fprintf (’Error: %e. Node number: %d\n’, error(l),size(p,2));
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23: pause;

24:

25: for i=2:6

26: fprintf (’Computes with hmax = %f ...\n’, h(i));

27 : [p,e,t]=initmesh(g, ’hmax’ ,h(i));

28: pdemesh(p,e,t);

29: u=assempde(b,p,e,t,c,a,f);

30: exact=(sin(p(1,:) .*pi) .*sin(p(2,:) .*pi))’;

31: error (i)=max(u-exact) ;

32: fprintf (’Error: %e. Node number: %d\n’,error(i),size(p,2));
33: pause;

34: alpha(i-1)=log(error(i-1)/error(i))/log(h(i-1)/h(i));
35: end

36:

37: fprintf(’order of error:\n’);
38: for i=1:5

39: fprintf (’ %e\n’, alpha(i));
40: end

Ruft man dieses Programm (wir nennen es estimate) auf, werden die erzeug-
ten Triangulierungen gezeichnet. Um die néchstfeinere Triangulierung anzeigen
zu lassen, muf} eine Taste betétigt werden. Auflerdem werden die folgenden Zeilen
ausgegeben:

>> estimate
Computes LAinfty error for Poisson equation

-div grad u = f in square, u = 0 on boundary
with f(x,y)=2piA2 sin(x pi)cos(y pi) in non-uniform mesh

Computes with hmax = 0.400000 ...
Error: 8.112904e-002. Node number: 55
Computes with hmax = 0.300000 ...
Error: 5.856713e-002. Node number: 89
Computes with hmax = 0.250000 ...
Error: 3.576280e-002. Node number: 123
Computes with hmax = 0.200000 ...
Error: 2.318980e-002. Node number: 177
Computes with hmax = 0.150000 ...
Error: 1.550113e-002. Node number: 329
Computes with hmax = 0.100000 ...
Error: 7.209168e-003. Node number: 724
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order of error:

1.132735e+000
2.705470e+000
1.941331e+000
1.400155e+000
1.888102e+000

Nachfolgend erldutern wir das obige Matlab-Programm ausfiihrlich:

Zeile 6:

Zeile T:

Zeile 8-10:

Zeile 13:
Zeile 17:

Zeile 18:
Zeile 19:

Zeile 20:

Zeile 21:
Zeile 23:
Zeilen 25-31:
Zeile 34:

Die obigen Fehlerordnungen schwanken recht stark, da i nicht klein genug ist.
Die folgende Tabelle zeigt die Fehler e;, zu verschiedenen h > 0, die kleiner als
im obigen Matlab-Programm sind, und die entsprechenden numerischen Konver-
genzordnungen «. Nach Satz 8.4 betriagt die Konvergenzordnung (mindestens)
h fiir d = 2. Warum sind die numerischen Werte o besser? Das
liegt daran, dal die Abschétzung im Satz 8.4 nicht optimal ist. Nitsche konnte

eins, da h?~%? =

Die Variable g enthilt die geometrischen Daten des Quadrats
(—1,1)2, die in der Datei squareg definiert sind.

Die Variable b enthélt die Randbedingungen, die in der Datei
squarebl definiert sind.

Definition der Daten ¢, a und f der elliptischen Gleichung
—div(cVu) + au = f.

Definiert einen Vektor der maximalen Dreiecksseiten.

Die Variablen p, e und t sind Variablen, die die Gitterdaten
enthalten. Sie werden durch den Aufruf von initmesh erzeugt.
Die letzten beiden Argumente legen fest, dal die maximale
Lange der Dreiecksseiten in der Triangulierung h(1) betragt.

Zeichnet die Triangulierung.

assempde berechnet die approximative Losung u des
Randwertproblems.

Der Vektor exact enthélt die Funktionswerte der exakten
Loésung v an den Gitterpunkten, die durch p definiert sind.
Das Zeichen “°” bedeutet Transposition. Dies ist erforderlich,
um einen Spaltenvektor zu erhalten.

error ist der gesuchte L>-Fehler error(1).
Das Programm wartet, bis eine Taste gedriickt wird.
Berechnet die Fehler error (i) fiir i = 2,...,6.

Berechnung der Fehlerordnung entsprechend der Fehler fiir
1 — 1 und 7.
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h Anzahl Dreiecke en o

0.4 55 8.113-107%2 | —
0.2 177 2.319-1072 | 1.81
0.1 724 7.209-1073 | 1.69
0.05 2849 2.003-1073 | 1.85
0.025 11272 5.575-107* | 1.85
0.0125 44772 1.423-107% | 1.97

Tabelle 1:

1977 zeigen, daf} die Abschéitzung
lu = unllz < CR*[Inh] (w2 o

gilt, wenn u € W2 (). Dies bedeutet, dafl der Fehler von der Ordnung 2 — ¢ fiir
alle € > 0 ist. In unserem Beispiel ist sogar u € C*°(f2), so dafl die Abschitzung
von Nitsche anwendbar ist. Die Werte fiir o in Tabelle 1 bestétigen dieses theo-

retische Resultat.
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Ubungsaufgaben

1. Zeige, daB der Raum X = {u € C'([—1,1]) : u(—1) = u(1) = 0}, versehen

mit der Norm
1/2

|wu=(lkm¥+wwﬁw) |

kein Banachraum ist. (Hinweis: Zeige, daB w,(z) = /14 + — (/a2 + 1,
€ [—1,1], in X gegen eine Funktion u ¢ X konvergiert.)

2. Untersuche, ob die folgenden Differentialgleichungen elliptisch in x €
sind:

(a) div((x3+--+22)Vu) = f(z1,...,24) in Q= {z = (21,...,24) € R?:
2] <1}

(b) Uy — dtgy + 4uy, =0 in Q = R2.

3. Zeige, dafl der Laplace-Operator A in R? in Polarkoordinaten wie folgt
lautet:

”# 19 1 0
“ar Tror Troe
4. Sei Q = (—1,1)? und betrachte
Au=0 1in Q, Vu-v =g auf 0,
wobei (in Polarkoordinaten x = rcos#, y = rsin )
g(r,0) = r*3sin((20 — 7)/3).

Zeige: u(r, 0) = r?/3sin((20—7)/ 3) ist Losung des obigen Randwertproblems
und

u € C*(Q), ug Q).

5. Zeige, daBB u : (—1,1) — R, u(z) = |z|, eine schwache Ableitung in L*((2)
fiir alle 1 < p < oo besitzt, und berechne sie.

6. Sei u(z,y) = In(z* +y?), (z,y) € B = {(z,y) € R? : 2% + ¢y* < 1}. Zeige:
ue WhH(B), u g L=(B).

7. Sei Q C RY (d > 1) ein Gebiet und sei u € L?(). Zeige: Wenn
/qudeO Yo € L*(Q), v>0in Q,
dann ist u > 0 (fast iiberall) in Q2. Folgere, dafl
/qu dx =0 Yo € L*(Q)
dann v = 0 in €2 impliziert.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sei Q@ C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C%! und f € L*(Q).
Sei u € C?(2) N CL(Q) eine schwache Losung von

/Vu-Vvdx:/fvdx Vv € H(Q).
Q Q

Zeige: u 16st

—Au=f in €, Vu-v=0 auf 0.

Bestimme die Basisfunktionen pq, . .., pg eines quadratischen Lagrangeschen
Finiten Elements 7 = {(z,y) € R* : 2 +y < 1, z,y > 0} im R

Bestimme die Basisfunktionen pq, po, p3 auf einem linearen Lagrangeschen
Finiten Element im R? (Dreieck) mit Eckpunkten a;,as, a3 € R%

Bestimme die Steifigkeitsmatrix des mit linearen Lagrangeschen Finiten
Elementen im R? (Dreiecken) diskretisierte Randwertproblems aus Aufga-
be 8 mit © = (0,1)2. (Hinweis: Zur Vereinfachung wihle eine uniforme
Triangulierung aus wenigen Dreiecken.)

Berechne die Interpolierende auf dem quadratischen Lagrangeschen Finiten
Element im R? mit 7 = Dreieck mit Eckpunkten (0,0),(0,1) und (1,0).
(Hinweis: benutze Aufgabe 9.)

Beweise die folgende Variante des Lemmas von Bramble-Hilbert: Seien m €
N,1 < p < oo und sei F': W™P(Q)) — R linear und stetig (@ C R?
beschriinktes Gebiet mit 9Q € C%!, d > 1). Es gelte F(p) = 0 fiir alle
p € P,_1(Q). Dann existiert eine von v und F unabhéngige Konstante
C >0, so daf}

|F(u)| < Clulwms Yue W™P(Q).

(Hinweis: Satz 4.7 darf natiirlich verwendet werden.)
Sei O C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C%. Zeige, daB es
eine Konstante C' > 0 gibt, so daB fiir alle u € H'(Q) gilt:

S C||VU||L2(Q).

£2(9)

1 / d
“7 Theas (Q) Qu ‘

Diese Ungleichung verallgemeinert die Poincaré-Ungleichung. (Hinweis:
Lemma von Bramble-Hilbert.)

Beweise Satz 8.6.

Beweise Satz 8.7.
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